Célculo Diferencial e Integral 11
1° Mini-Teste - 19 de Outubro de 2023
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Considere a equacao diferencial
y’ — eyl

a) Esboce o seu campo de direcgoes e os graficos das solugoes.

b) Considere a solugdo que satisfaz y(0) = 0. Qual é a sua expressao
quando t é positivo? Qual a sua expressao quando ¢ é negativo? As
solugoes da equacao diferencial sao limitadas?

2. Obtenha a solugao do problema de valor inicial

{ Y+ 1oy =1,
y(e) =0,

simplificando a resposta.

3. Determine um factor integrante da forma pu(ty) para a equacao diferencial
(10ty + 4y*) + (8% + 5ty)y' = 0.

Nao resolva a equagao.

4. Avalie se a funcao é Lipschitziana, justificando cuidadosamente.

a) y e vl
b) y s elvl.
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a) Esboce o seu campo de direcgoes e os graficos das solugoes.

b) Considere a solugdo que satisfaz y(0) = 0. Qual é a sua expressao
quando t é positivo? Qual a sua expressao quando ¢ é negativo? Qual
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2. Obtenha a solugao do problema de valor inicial

e

{ Y — 7y = te' Int,
y(e) = —¢,
simplificando a resposta.

3. Determine um factor integrante da forma p(ty) para a equacao diferencial
(5ty + 8y?) + (4t* + 10ty)y’ = 0.

Nao resolva a equagao.

4. Avalie se a funcao é Lipschitziana, justificando cuidadosamente.

a) y e .
b) y > el
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b) Consideremos a solucao que satisfaz y(0) = 0. Se t > 0, entdo y > 0
e a equacao diferencial é y' = e Y. Set < 0, entdao y < 0 e a equagao
diferencial é ¢y = €Y. Estas equagbes sdo separaveis. Resolvendo a
primeira, vem

Y=V & =14 (=1« e=t+1 & y=(t+1),

sendo que esta solugao satisfaz y(0) = 0. A solugdo da equagao do
enunciado que satisfaz y(0) =0 é

) =In(1-1¢), t<0,
y(t)_{ln(1+t), t> 0.

Note-se que é uma funcao impar. Tem-se

lim y(t) = —oc0 e lim y(t) = +o0.

t——o0 t—-+o0

Esta solucao nao é limitada. Como a equacgao é auténoma, as outras
solugdes sao t — y(t — ty). Nenhuma solucao é limitada.
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{ Y+ gy =t
y(e) = 0.
A equagao é linear. Um factor integrante é

of T dt — Jn(nt) _ 4
Multiplicando ambos os membros da equacao pelo factor integrante, obtém-se
1
Inty' + Y= tlnt < (Inty) =tInt.
A primitiva de tInt é

2 2 2
/tlntdt:t—lnt—/zdt:t—lnt—t—.
2 2 2 4

Integrando ambos os membros da equacao diferencial de e a t, obtém-se

t? 2 e? e?
Inty —Iney(e) = (alnt— Z) — (51116— Z) :

Usando y(e) = 0, vem

lnty:—ant—ﬁ—e—2 e—Q—ﬁlnt—ﬁ—leQ
2 4 2 4 2 4 4
A solugao é
P4
Y797 e

3. Multiplicando ambos os membros da equagao diferencial por p(ty), vem

(ty) (10ty + 4y*) + p(ty)(8¢% + 5ty)y’ = 0.

Esta equacao é exacta se

0 0
—(pu(ty)(10ty +49°)) = = (u(ty)(8t* + 5t
ay(u(y)( y+4y7)) 5 L(ty) (87 + 5ty)),
(10ty + 4y*)tu’ + (10t +8y)u = (8t + 5ty)yu’ + (16t + 5y)u,
((10t%y + 4ty?) — (8t%y + 5ty*))u’ = (16t + 5y) — (10t + 8y))u,
2ty —ty* )’ = (6t —3y)p,
tyn' = 3p,
3
"(ty) = —ult
1 (ty) tyu( Y),
3
Wis) = —p s=ty,
pis) = s

n(ty) = (ty)*.
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a)

Primeira resposta. Dado um ponto (yo, e~ %l), o gréfico de y + e71¥!
esta contido na regiao

{(y,2) €R? s e7wol — |y —yo| < 2 < el 4|y — gy},

ou seja, em
{(y,2) € R?: |z — e Wl < |y — yol}.

AV S G v

Portanto, a funcao y — e~ ¥l é Lipschitziana com constante de Lipschitz
igual a 1.

Resposta alternativa. Dizemos que f ¢ seccionalmente C! no intervalo
fechado I se f é continua em I e se existe uma particao de I tal que
a restricao de f a cada um dos subintervalos fechados definidos pela
particao é C'1.

Seja f seccionalmente C'! com | f’| < L. Entao f é Lipshchitz com cons-
tante de Lipschitz igual a L. Aqui, num ponto y; de descontinuidade de
I, por | f'|(y1) entende-se max{|f~(y1)],|f " (y1)|}. Com efeito, uma
vez que [ é seccionalmente C* em I, para yo, y € I, tem-se

@) = Flvo) = / " s ds.
Logo,

[f(y) = f(wo)| < <

= L|y - ?/0|-

/yj|f’(s)|ds /:Lds

A funcdo y ~ e é seccionalmente C' com |f’| < 1. Portanto, f é
Lipschitz com constante de Lipschitz igual a 1.
Seja g : R = R, g(y) = ell. Tem-se

'g(y) - 9(0)’ -1
y—0 ]

— +oo quando |y| — +o0.

Portanto, a funcao g nao é Lipschitziana.
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b) Consideremos a solucao que satisfaz y(0) = 0. Se t > 0, entdo y > 0
e a equagao diferencial é y' = e¥. Se t < 0, entdo y < 0 e a equagao
diferencial é iy = e7¥. Estas equagoes sao separdveis. Resolvendo a
primeira, vem

Y= el =1a(Y)=-1lce?V=—t+ley=—In(l-1),

sendo que esta solugao satisfaz y(0) = 0. A solugao da equacao do
enunciado que satisfaz y(0) =0 é

() = In(1+1), -1<t<0,
|l -ln(1—t), 0<t<l1.

Note-se que é uma funcao impar. Esta solucao estd definida no intervalo
| — 1,1
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(&

{ Y — 4y = te'Int,
yle) = —e.

A equagao é linear. Um factor integrante é
1

1
e_fmdt — e—ln(lnt) — )
Int

Multiplicando ambos os membros da equacao pelo factor integrante, obtém-se

Ly ! e e | te!
— Yy - —=y=te — = te'.
'’ (lnt)Qy et

A primitiva de te' é

/tetdt:tet—/etdt:tet—et.

Integrando ambos os membros da equacao diferencial de e a t, obtém-se

—y——y(e)=(t —1)e" — (e —1)e.

Usando y(e) = —e®, vem

1
. — -1 t -1 e _ e _ -1 t e+1.
Y (t—1)e —(e—1)ef—e“=(t—1)e" —e

A solugao é
y=((t—1)e" —e*") Int.

3. Multiplicando ambos os membros da equagao diferencial por p(ty), vem

p(ty)(5ty + 8y®) + p(ty) (4% + 10ty)y’ = 0.

Esta equacao é exacta se

ot
(5ty + 8yH)tu' + (5t + 16y)u = (4% + 10ty )y’ + (8¢ + 10y)u,
((5t%y + 8ty®) — (4ty + 10ty*))u’ = (8t + 10y) — (5t + 16y))u,
(ty —2ty*)u’ = (3t — 6y)p,

gy(u(ty)(&y £857) = Z(ulty) e + 101y)),

tyn' = 3p,
3
"(t = —ul(t
w (ty) tyu( Y),
3
Wis) = —p s=ty,
,u(s) = 337

u(ty) = (ty)”.
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Primeira resposta. Dado um ponto (yo, e~ %l), o gréfico de y + e71¥!
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ou seja, em
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Portanto, a funcao y — e~ ¥l é Lipschitziana com constante de Lipschitz
igual a 1.

Resposta alternativa. Dizemos que f ¢ seccionalmente C! no intervalo
fechado I se f é continua em I e se existe uma particao de I tal que
a restricao de f a cada um dos subintervalos fechados definidos pela
particao é C'1.

Seja f seccionalmente C'! com | f’| < L. Entao f é Lipshchitz com cons-
tante de Lipschitz igual a L. Aqui, num ponto y; de descontinuidade de
I, por | f'|(y1) entende-se max{|f~(y1)],|f " (y1)|}. Com efeito, uma
vez que [ é seccionalmente C* em I, para yo, y € I, tem-se

@) = Flvo) = / " s ds.
Logo,

[f(y) = f(wo)| < <

= L|y - ?/0|-

/yj|f’(s)|ds /:Lds

A funcdo y ~ e é seccionalmente C' com |f’| < 1. Portanto, f é
Lipschitz com constante de Lipschitz igual a 1.
Seja g : R = R, g(y) = ell. Tem-se

'g(y) - 9(0)’ -1
y—0 ]

— +oo quando |y| — +o0.

Portanto, a funcao g nao é Lipschitziana.



