Célculo Diferencial e Integral I11
Exame de Epoca Especial - 24 de Julho de 2023
Todos os cursos

Resolugao

a) sinz é um factor integrante. Multiplicando ambos os membros da equa-
cao diferencial por sin x, e reconhecendo no primeiro membro a derivada
do factor integrante multiplicado por y, obtém-se

d 1

@(ysinx) = 1i

Primitivando, vem
ysinx = arctanx + c.

Para garantir a condicao inicial deve escolher-se ¢ = —arctang. A

solugao é
arctan x — arctan g

Y= .
sin x

b) A equagao é separavel:

Primitivando ambos os membros em ordem a z, vem
1 1,
3—y3216 $(2I—1)+C

1
3

Usando a condicao inicial, ¢ = %. Portanto,

1
Y= 3 .
Y1+ 220 1)
3t 1
y:ae_2t+662t+ze%— 7 © g eR.

3. SejaA:[O 0] e Xg= [a:o]‘ Como A? = 0, tem-se
a 0 Yo

242
U(t)zexp(At):I+At+A2,t +...=I+At:[ 1 0 ]
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Além disto, tem-se
) ) 0 0
X(t)=UXy=AUXy = AX = {a O}X’
X(0) = {IO ] .

Yo

Nota. Houve cursos em que U(t) = e foi definido como a solugao de

U = AU
uo) = 1.
Nesse caso, fazendo U = { i the ], tem-se
U1 U2

un =0 A UH(O) == 1,
ulg =0 A ulg(O) = O,
ugl = QU171 A\ U271 (0) = 0,
ugg =0 A UQQ(O) = 1.

Resolvendo este sistema, obtém-se

4.

a) Seja
R:{(x,y,z)€R3:0<x<1—y2—22},

D ={(0,y,2) e R?:y*+ 22 < 1}, e v = (—1,0,0). Usando o Teorema
da Divergeéncia,

/F-VdS—l—/F-ndS:/dideV.
D s R

Atendendo a que F(0,y,z) = (1, —y,y), tem-se

/F-I/dS:—/dS:—’/T.
D D

Por outro lado, usando coordenadas cilindricas,

2t pl pl—p?
/diVFdV = / // x pdxdpdf
R o Jo Jo
1 2\2 2)3 |1
(1—p%) (1-p% ™
2 = — = —.
’/T/O 5 pdzxdp La— ) 5
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b)

Conclui-se que

T
F-ndS=—.
/ :

De acordo com o Teorema de Stokes, atendendo a que rot F'(x,y, z) =
(1, =2z — z,ysinz) (e portanto, rot F'(0,y,2) = (1,—z,0)), e desig-
nando por D o disco {(0,y,2) € R?: y* + 2% < 1}, tem-se

/rotF-ndS:/rotF-(1,0,0)dS=/(1,—z,0)-(1,0,0)d5=7r.
s D

D

Resolugdo alternativa: Com « : (0,27) — R3, definida por «a(t) =
(0, cost,sint):

2m
/rotF-ndS = /F-da :/ F(a(t))-o'(t)dt
s as 0
27
= / (1, —cost,cost) - (0, —sint, cost) dt
0

21
= / (sintcost + cos®t) dt
0

21

= _—sgin?t

2

1 2m
+§/ (14 cos(2t))dt = .
0

0

Atendendo as condigoes fronteira de Neumann, para cada t, prolonga-
se v como funcao par em x e periddica em z, de periodo 27. Entao,
para cada t fixo, desenvolvendo = — u(x,t) em série de Fourier,

u(z,t) = Z a,(t) cos(nz).

n=0

As condicoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na
equacao diferencial, vem

> (t)cos(ne) = =Y (n® + t)ay(t) cos(na).

Usando a unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n deve
ter-se
a,(t) = —(n* + t)a,(t).
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A expressao para os a,,’s é
n

2
an(t) = c,e T

Portanto, obtém-se

o0
che ni-ty cos(nzx).

n=0

A equacao diferencial estd formalmente satisfeita. Resta garantir a
condicao inicial:

u(z,0) = ch cos(nz) =1 — 7cos(bzx).
n=0

Logo,
Co = 17 Cs = _77

e os outros ¢,’s sao nulos. A solucao do problema é
-2 —25t— £
u(z,t) =e 2 —Te 2 cos(bx).

b) Como u é uma solugao regular do problema, de acordo com a regra de
Leibniz, tem-se

d T
i), et2u2(a:,t) dr = / et2uxu$t +tel'u %) dx

= ( uzuy) (2, t)|, o +/ (—uxxutjttui)dx)
0

—UZ, + Ugptt + tuZ) dr  (pq U = Uy — tu)

I
/\N

m
(ugtu)(z, t)|; O+/ (—ui$—tui+tui)dx)
0

= —26t2/ u L dx.
0



