Célculo Diferencial e Integral 11
Exame - 17 de Janeiro de 2024
LEAer

Duracgao: 120 minutos
Apresente os calculos

1. Fazendo a substituicao v = ¥, determine todas as solugoes da equagao
homogénea
y = (

bem como a soluc¢do que satisfaz y(1) = 1.

=<

2
) +%, t>0,

2. Seja 1 € RT. Determine a solucao geral de
y'(t) + py(t) = cosh(p).

3. Determine a solucao do problema de valores fronteira envolvendo a equagao
de Laplace

Uy + Uyy) (2,y) = 8sin(2z) para (z,y) € [0, 7] x [0,1],

u(0,y) = u(m,y) = para y € [0, 1],
u(z,0) =0 para z € [0, 7],
u(z, 1) = —2sin(2z) para z € [0, 7).
4. Seja r = /2?2 4+ y% 4 22. Considere o campo
Play,2) = 202
”

Note que a poténcia de r no denominador ¢ igual a um. Fixem-se Ry > Ry >
0. Considere a regiao

Q={(z,y,2) eR’: Ry < ||(z,y,2)| < Ra} .

a) Calcule directamente o fluxo de F' através das esferas centradas na
origem de raios R; e Rs.

b) Calcule a divergéncia de F.

¢) Verifique a igualdade do Teorema da Divergéncia para [[] fQ div FdV.

5. Seja r = \/x? + y? + 22. Tem-se
Y x (ry,2)
(am7ayuaz>x ( T(T-'-Z)’T(T—l—Z)’O) - T’3 0 f(.T,y,Z)-

Use o Teorema de Stokes para calcular o fluxo de f através da esfera de raio
R centrada na origem, no sentido da normal exterior.
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Resolucao

1. Definindo v = 4, tem-se y = tv e y’ = v + tv’. Assim,
' +v=10"+0.

Simplificando,
tv = v?, (1)

Esta equacao é separavel, sendo a sua forma candnica
1
Lyt 2
t (2
As equagoes (1) e (2) sado equivalentes se v é diferente de zero. Mas v = 0

¢ uma solugao de (1) para a qual (2) ndo faz sentido. v = 0 corresponde a
y = 0. Primitivando ambos os membros de (2) em ordem a t,

1
——=Int+ec,

v
ou seja,

B 1

 Int+c¢
Logo, tem-se

= — € R. 3

As solugoes da equacao diferencial do enunciado sao a funcao indenticamente
nula e as fungoes definidas por (3). A solucao que satisfaz y(1) =1 ¢é

- t
1—1Int’

Y

(D* 4 1)y = cosh(ut) = (D? — p?)(D?* + p?)y = 0.

A solucao geral desta equacao homogénea é

y = acos(ut) + [sin(ut) + v cosh(ut) 4 6 sinh(put).
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Substituindo na equacao original, vem
(D? + pi*)(a cos(ut) + Bsin(ut) + vy cosh(ut) + §sinh(ut)) = cosh(ut),

(D? + 14*) (v cosh(ut) + dsinh(ut)) = cosh(ut),
2vp? cosh(pt) 4 262 sinh(ut) = cosh(ut),

o que implica v = ﬁ e 6 = 0. A solucao geral da equacao do enunciado é

1
y = acos(ut) + B sin(ut) + 5.2 cosh(ut), «,5€R.
i

3. Atendendo as condigoes fronteira em x = 0 e x = 7, de Dirichlet ho-
mogéneas, para cada y fixo prolongamos u( -, y) como fungao impar em x e
periddica de periodo 27w. O prolongamento pode ser desenvolvido em série
de Fourier:

[e.e]

u(z,y) = Z [a,(y) cos(nz) + b, (y) sin(nz)]

n=0

= Z b, (y) sin(nx).

As condicoes fronteira em © = 0 e em z = 7 estao formalmente satisfeitas.
Substituindo na equacao diferencial, obtém-se

o0

Z(—n2bn(y) + 0! (y)) sin(nz) = 8sin(2z)

n=1

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, vem
V! —n?b, = 0, para n # 2 A by — 4by = 8.
Logo,

b, = c¢,cosh(ny)+ d,sinh(ny), para n # 2
by = —2+ cycosh(2y) + dysinh(2y).

A funcao u é

u(z,y) = —2sin(2x) + Z(cn cosh(ny) + d, sinh(ny)) sin(nz).

n=1
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A equacao diferencial estd formalmente satisfeita. Para garantir a condicao
fronteira em y = 0, devemos ter

u(z,0) = —2sin(2x) + Z cpsin(nx) = 0.

n=1

Deduz-se que ¢ = 2 e que os outros ¢,’s sao nulos. Portanto,

uw(zr,y) = —2sin(2x) + 2cosh(2y)sin(2z) + Z d,, sinh(ny) sin(nz).

n=1

Resta garantir a condicao fronteira em y = 1:

u(x,1) = —2sin(2z) + 2 cosh(2)sin(2x) + i d,, sinh(n) sin(nx)
= —2sin(2x). "
Novamente por unicidade dos coeficientes de Fourier,
—2 4 2cosh(2) + dosinh(2) = -2,
sendo os outros d,,’s nulos. Como
dy = —2coth(2),

conclui-se que

u(z,y) = —2sin(2z) 4 2 cosh(2y) sin(2x) — 2 coth(2) sinh(2y) sin(2x).

a) Tendo em atengao que sobre uma superficie esférica centrada na origem
F =n, tem-se

// FﬂndS:iK/ 1dS = 47 R2.
ll(z,y,2) =R ll(z9,2)|=R

b) ,
1 1
8xF1:8x£: _%_:__x_g’
ror r‘r r r
pelo que
2
2
divF=2-2-2
roor r
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c)

///dideV = / // Zr? sin @ drdpdf
Q

= 47R; — 47 R}

= // F-ndS—// F-ndS.
I(z,y,2)||= R I(z,y,2)[|=R1

5. O potencial vector nao estd definido nem quando r = 0 (na origem) nem
quando

r+2=0%< z=—\/224+y’+22 & 2<0ANx=y=0

(na parte negativa do eixo dos z’s). Seja € > 0. Designemos por

A@W”%:(_r@izyr@i@”g’

um potencial vector de f no complementar da parte negativa do eixo dos z’s.
Para cada ¢ > 0, seja v a circunferéncia descrita parametricamente por

at) = (ecost,esint, —V R? — 62) , te(0,2m),

Como A é C* na regiao {(z,y,2) € R3: ||(z,y)|| > eV 2z >0}, e f é continua
sobre a esfera de raio R, usando o Teorema de Stokes obtém-se

// f-ndS = hm//( f-ndS
@y, 2)| = R
I(z,y,2)[I=R [[(z,9)|| >eVz>0

—hm// iR VxA-ndS
N0 (ac 1/)||>6\/z>0

=lim | A -da
e\0 5
2
=1 Ala(t)) - o/(t)dt
iy [ Ala() /(0
62 2
= lim / (—sint, —cost,0) - (—sint, —cost,0)dt
NOR(R—VR*—€%) Jo
. (R+VR*—¢
=2rlim [ ————
eN0 R

= 4.



