Célculo Diferencial e Integral 11
2° Exame - 22 de Fevereiro de 2022
LEAer

Resolucao

(i) (D — l)2 X =0 X(x) = cre2 + cyze?; as solugdes que satisfazem
) 3

(03 i)
& X(2) = e? (¢ cos (y/ux) + ey sin (/)

as solucdes que satisfazem X (0) = 0 sdo X (z) = cpe? sin (\/ax).

(iii)
((D - %)2 - (\/—7)2> X =0

1 1
o (0-1 o) (-1 x
& X(x) Grez VI 4 G eT TV TR

& X(z)=e> ( ¢y cosh (\/——,u:v) + ¢y sinh (\/—_/,w:)) ,
)=

= 0 sdo X () = cpe2 sinh (y/—puz).

2. Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros de

as solugoes que satisfazem X (0

y'—y = —-3H(t—1)+3H(t —4),
obtém-se
Y (5) — sy(0) — 4'(0) Y () 4 9(0) = — (e — ),

0 que ¢é equivalente a
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Uma vez que a transformada inversa de S% + % — ﬁ é(t+1—€') e que,
para ¢ > 0, a transformada de Laplace inversa de e " F'(s) é f(t—c)H (t —c),

conclui-se que

y(t) = y(0) +y/(0)(e" —1) = 3(t — e )H(t— 1)
+3(t =3 —e"HH(t — 4).

a) A regiao R ¢ limitada por cima pelo plano z = 0 com normal (0,0, 1).
Quando x = 1,0 > z > ay|,—1 =y en = (1,0,0). Quando y = —1,
0>22>uayly——1 = —xen = (0,—-1,0). A regido R ¢ limitada por
baixo pela superficie descrita parametricamente por (z,y, xy) que tem
como normal (nao unitaria) — (=0, (zy), —0,(xy),1) = (y, x, —1).

1,0
// F-ndS = / / 2|,—o dx dy = 0,
ORN{z=0} 0 J-1
0 0 1
// F.-ndS = / / Tl dzdy = =,
ORN{z=1} 1y 2
1 0 1
// F.-ndS = / / —Ylye—r dzde = -,
ORN{y=—1} 0o Joa 2
1,1
// F-ndS = / / (.ﬁlf,y,Z)'<y,l’,—1)|zzxyd.’lfdy
ORN{z=zy} 0 Jo
1 0 1
= rzydrdy = ——,
/0 /_1 ey
1 1

1 3
F-ndS = 0+=-4+=-— —=—.
//E)R 2 2 4 4
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1 0 0 3
// F~ndS:///dideV:/ / / 3dzdydr = -.
OR R 0 J-1Jay 4

a) Expandindo v em série de Fourier para cada t fixo, obtém-se

b)

u(z,t) =e2 Zb sin(nx) (1)

As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Isto conduz a

Uy = 622 b, (t) sin(nx)

1 . o
Uy = 5622236 n(t) sin(nz) + e2 ann(t)cos(nx),

n=1

oo

l .

Ugg = €2 E )sin(nz) + e2 E nb,(t) cos(nz)

n=1 n=1

—e> E n?b, (t) sin(nx)
n=1

o
1. ,
—Ug + Uy -3¢ g )sin(nz) — e2 E n°b,,(t) sin(nz).
A igualdade u; = —u, + Uy, escreve-se

Zb’ ) sin(nz) = — nf:l G + n2) by, (t) sin(nz).

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n deve ter-se
1
V.(t) = — (Z + n2) ba(t) & but) = cpe ()L,

Substituindo em (1), obtém-se

o0
z_ ¢t
e2 42 cpe " sin(nr).

n=1

Resta garantir a condicao inicial:

= ch sin(nz) = up(x),

n=1
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ou seja

T

o0
Z cpsin(ne) = e~ 2up(x).
n=1

~ . . ~ —_z .
Os ¢,’s sao os coeficientes de Fourier da fungao x +— e~ 2ug(x), ou seja
da fungao periédica e impar vg( - ) :=v(-,0). Assim,

b)
u(0,t) =u(m,t) =0 = u(0,0) =u(m,0) =0 = up(0) = up(m) =0,
uw(0,t) =u(m,t) =0 = w(0,t) = uy(m,t) =0
= (Uge — ug)(0,8) = (Ugy — uy)(m, 1) =
= (Ugy — uz)(0,0) = (Uge — uy)(7,0) =0
= g (0) — up(0) = ug(m) — u'(m) =

—2x+t 2, .

w(z,t) =e + u(z,t) = E cpe” " tsin(nx)
satisfaz a equacao do calor, w; = w,,, com condigoes fronteira de Diri-
chlet homogéneas, e condigao inicial w(z,0) = e~ 2ug(z).

5. A equacao da recta tangente ao gréfico de f no ponto (xq, f(z0)) é

y = f(zo) + f'(w0)(x — x0).

Se o segmento de recta que é dado pela interseccao desta recta com o primeiro
quadrante é dividido pelo ponto (zg, f(x¢)) em dois pedagos, tendo o da
esquerda o dobro do comprimento do da direita, entao quando = = %xo,
tem-se y = 0. Logo, tem-se

0= f(xo) + %xof'(:co).

Isto implica que
f'wo) 2
f(x0) Ty

O ponto x( é arbitrario. Assim,
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Resolvendo esta equacao para f obtém-se
Inf(z) = —Inz® +Inc, para algum ¢ > 0.

Conclui-se que

f(x) = % para algum ¢ > 0.
x



