Céalculo Diferencial e Integral I11
2° Exame - 22 de Fevereiro de 2022
LEAer

Resolucao

(D + %)2 X =0< X(z) = cre” 2 +cyze™ 35 as solugdes que satisfazem
S = %

((D+%)2 - (\/X)2> X =0
& <D+%+\/X) <D+%_\/X)X
& X(2) = Ge iV 4 gy sV

& X(x) = e 2 <01 cosh (\/Xx> + ¢o sinh (\/X:c)) ,

as solugoes que satisfazem X (0) = 0 sdo X () = cpe™ 2 sinh (\/Xx)

(i)

<<D+%)2+ (\/—_)\)2> X =0
(e cos (V=A2) + asin (Vde) )

as solugdes que satisfazem X (0) = 0 sdo X (z) = coe™ 2 sin (vV—Az).

[SIE]

& X(x) =€

2. Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros de
y'+y =2H(t—1)—2H(t —2),
obtém-se
Y (s) — sy(0) — y/(0) + sY (s) — y(0) =

o que é equivalente a

V() = 1y(0) + (1 - )y’(O) 42 (i 1 ) (5 — 2.

s s+1
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Uma vez que a transformada inversa de
para ¢ > 0, a transformada de Laplace inversa de e F'(s) é f(t—c)H(t—c¢),

conclui-se que

-1+ é(t—1+e) eque

s+1

y(t) = y0)+4/(0)(1—eH+2(t—2+e"HH({t 1)

—2(t =3+ e A H(t —

2).

a) A regiao R é limitada por baixo pelo plano z = 0 com normal (0,0, —1).
Quando z = 1,0 < z < zyl,—1 = y e n = (1,0,0). Quando y = 1,
0<z<uaylyms =zen=(0,1,0). A regido R é limitada por cima
pela superficie descrita parametricamente por (z,y,zy) que tem como
normal (ndo unitaria) (—0,(zy), —0,(zy), 1) = (—y, —z, 1).
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b)

1 1 Ty 3
// F-ndS:/// diVFdV:/ / / 3dzdydr = -.
OR R 0o Jo Jo 4

a) Expandindo v em série de Fourier para cada t fixo, obtém-se

u(x,t) =e” 32() sin(nz) (1)
As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Isto conduz a

u = e 2 Z bl (t) sin(nx),

n=1
IR o
Uy = — 56_ 2 ; b, (t)sin(nz) +e 2 Z nb, (t) cos(nz),
1 - 2
Uy = Ze 2 Zb (t)sin(nz) —e™ 2 an cos(nx)

x
—e 2 g n?b,(t) sin(nx)

[e.e]
x

1 z
Uy + Upy = —Ze 2;bn(t)sm nr)—e- 227126 sin(nx).

A igualdade u; = u, + u,, escreve-se

Zb’ ) sin(nz) Z < +n ) (t) sin(nz).

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n deve ter-se
1
b,(t) = — (z +"2) balt) & ba(t) = cae” (H77)"

Substituindo em (1), obtém-se

u(z, Z cpe " sin(na).



Resolucao do exame de CDI III - 22.2.22 4

Resta garantir a condicao inicial:

[e.e]
—e 2 Z Cpsin(nx) = ug(x),
n=1

ou seja
o0
z
E cpsin(nz) = e2ug(z).
n=1

~ . . ~ x .
Os ¢,’s sdo os coeficientes de Fourier da fungdo = — ezug(x), ou seja
da fungao periédica e impar vg( - ) :=v(-,0). Assim,

w(0,0) =u(m,0) =0 = up(0) = ug(mw) =0,
ut(0,t) = ug(m,t) =0
(Uaw + uz)(0,1) = ( 2+ Ug)(m, 1) =0
(Uze +u5)(0,0) =
ug(0) + ug(0) = ug 7r) +u'(m) = 0.

L A

w(z, t) = s ch "sin(nz)

satisfaz a equacao do calor, w; = w,,, com condigoes fronteira de Diri-
, Lo Eg
chlet homogéneas, e condigao inicial w(z,0) = ezugy(z).

5. A equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto (zg, f(xg)) é

y = f(xo) + f'(w0)(x — 20).

Se o segmento de recta que é dado pela interseccao desta recta com o primeiro
quadrante é dividido pelo ponto (zg, f(xo)) em dois pedagos, tendo o da
esquerda metade do comprimento do da direita, entao quando x = 3z, tem-
se y = 0. Logo, tem-se

0= f(.l’()) + 2.T0fl<.§l,’0).

Isto implica que
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O ponto x( é arbitrario. Assim,

f'() 1

fl@) 22

Resolvendo esta equacao para f obtém-se

Inf(x) = —Iny/x +1Inc, paraalgum c > 0.

Conclui-se que

para algum ¢ > 0.

f(w):ﬁ



