Céalculo Diferencial e Integral II1
1° Exame - 10 de Fevereiro de 2022

LEAer
Resolugao
1. A equacao é separavel:
I
— Y = cost.
Obtém-se
d (1 1 1
— (=) =cost — — ——— =sint — sin(7/2).
o (y5) cost e F ) sint — sin(mw/2)
A solucao é
1

Yy = i —
¢/—= —1+sint
Yo

O intervalo maximo ¢ o maior intervalo que contém 7 em que o denominador
nao se anula.

Para 0 < yy < 5%/5 a solucao esta definida em R.

Para yy = 5%/5 a solucao estd definida em ]—g, 37” [
Para yy > %_ a solucao esta definida em } — arcsin (% — 1) , T+ arcsin <i5 — 1) [
2 Yo Yo
2.
a)
i t2 3 t4
= I+tJ— =1 — =J+—-1+...
¢ * SRETR TR

2t t3
= J(1— —4+—+... t— —+ ...
( . )u( a )

= Jcost+ Jsint
_ cost sint
N —sint cost |’

—n2 _n2
b) Como I e J comutam, tem-se e(~"" [+n/)t — g=n*ltenJt,

A matriz —n?tI é diagonal. A sua exponencial também é diagonal,
tendo na diagonal e ™"t. Assim, e "1t = ¢="*']. Logo,

6(7n21+nJ)t — eanIteJ(nt) _ eant |: COS(TLt) Sln(nt)

—sin(nt) cos(nt)
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3. Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacao
diferencial, obtém-se

Y (5) — sy(0) ~ 1 (0) ¥ (5) = —.
de onde se tira
5 1, 1
Yis) = s2 — 4y(0) Ty 0=+ (s —2)%(s +2)

(Y e b LYo
~ o\s—2 " 5+2)Y A\s—2 s+42)7

L L1 1
4(s—2)2 165s—2  16s+2

Calculando a transformada de Laplace inversa de ambos os membros, conclui-
se que

1 1 1
y(t) = cosh(2t)y(0) + 3 sinh(2t)y'(0) + Zte% -3 sinh(2t)

= cosh(2t)y(0) + %sinh(Zt) (y'(O) — i) + %te%.

a) A superficie é parametrizada por (x,y) — (z,y, f(z,y)) para 22 +y? <
2, onde f(z,y) = 2* + y*. Como por definigao se tem que n-n = 1,
segue-se que

//p"'"ds = //Pds
B / LWS? VU2 + (1) + Ldedy
- // VA2 + 4y? + Ldz dy
22412 <2

27 \/5
= / / V4ar? 4+ 1rdr df
0 0
V2
1 2 3 137
= 2. — (4?4 1)2| = ——
T 3 3(7“+)20 3
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b) A fronteira de P é parametrizada por 6 — (v/2cosf,v/2sin6,2), onde
6 € [0, 27].

//rotF-ndS = / F-dg
P oP

2w

z/ (—V/2sin 6, V2cos6,2) - (—v25sin 6, V2 cos 6, 0) df
0

= 4r.

a) Para cada t fixo, prolongamos u( -,t) como fungao periddica em z, de
periodo 27. Desenvolvendo esta funcao em série de Fourier, obtém-se

o0

u(a,t) =Y [an(t) cos(nz) + by(t) sin(na)]. (1)

n=0
As condicoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo esta
expressao na equacao diferencial, chega-se a

o)

Z[a’n (t) cos(nx) + bl (t) sin(nz)]

n=0

= Z[—nQan(t) cos(nz) — n’b,(t) sin(nx)]

+ Z[—nan(t) sin(nz) + nby(t) cos(nx)).

n=0

Atendendo a unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n € N
deve ser satisfeito o sistema

! 2
a, | | —n® n ap,
=l ]
Da alinea 1b) sabemos que

(t)

a, _”Qt(an cos(nt) + B, sin(nt)),
bu(t)

= e
= ¢ " —ay sin(nt) + B, cos(nt)).

Substituindo em (1) e usando as férmulas para o seno da soma e para
o coseno da soma, conclui-se que

Z e " ay, cos(n(x + 1)) + B sin(n(z +t))].
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Finalmente, para garantir a condicao inicial, deve ter-se

oo

Z[an cos(nzx) + B, sin(nz)] = uo(z).

n=0

Logo, os a,, e os 3, devem ser os coeficientes de Fourier de ug, isto é

1 i
oy = %/_ﬁuo(x)dx,
1 T

o, = —/ up(z) cos(nz) dx, paran >0
™ —T

Bn = 1/7r uo(z) sin(nzx) dx.

b)
u(—m,t) =u(mt) = u(—m,0)=u(r,0) = u(—m) = ug(n).

Uy (=7, t) = uz(m,t) = up(—m,0) = u,(m,0) = ug(—m) = ug(m).
u(—m,t) =u(mt) = u(—mt)=um,t)
= Upe (=7, 1) + Up (=7, 1) = U (7, 8) + up (7, 1)
= Uy (—7,0) + Uy (—7,0) = ugy(m, 0) 4+ uy (7, 0)
= ug(—=7) + up(—7) = ug(m) + up(m),
ué)(_w) - ué)(ﬂ-) O — (7
) = = i) ity | = 98 =
As condigbes de compatibilidade sao ug(—m) = ug(7), uy(—m) = ug(mw)
e uf(—r) = ul().

c) Seja E(t) = [T _u?(z,t) dx.

E'(t) = 2/ uuy de = 2/ U(Upy + uy) dz

—T —T

= (uu)|", — / u? dx + UQKW = —/ u? dx
porque u(—m,t) = u(m,t) e u,(—m,t) = uy(m, t). Consequentemente,
FE'(t) < 0. Isto prova unicidade de solugao. Com efeito, a diferenca de
duas solugoes satisfaz o mesmo problema com condicao inicial uy nula,
pelo que E(0) = 0. Como E(t) >0, E(t) =0, e u (a diferenca de duas
solugdes) é identicamente nula.
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d) Seja M = maxXe[—rq |uo(z)|. Comecamos por observar para todo o
n € Ny, |an,| <2M e |B,] < 2M. As fungoes ug para as quais a solugao
decai com e~ sao aquelas com média nula. Com efeito, neste caso

tem-se
lu(z,t)] = io: e "o, cos(n(ax + 1)) + B sin(n(z +t))]
n=1
< e i e~ =Vt o, cos(n(x + 1)) + B, sin(n(z +1))]
n=1
< 4M€—ti€—(n2—l)t < 4M€—t i(e—t)n—l
< 4Me™" n:11 M e !, B

<
l—et = 1—¢!

para t > 1. Por outro lado, se ug nao tem média nula, entao oy # 0 e

u(z,t) = ap+ um termo que decai com e~ !, pelo que u nao decai com
—t

e "



