
Apontamentos para a resolução.

I.1.A. O domı́nio da função é a união do conjunto em que y > 1 com o
conjunto em que y ≤ −1.

y − 1 = −
√

(y − 1)2 para y < 1.

Portanto, para y > 1
√

y2 − 1

y − 1
=

√

y + 1

y − 1
;

para y < −1
√

y2 − 1

y − 1
= −

√

y + 1

y − 1
.

Trata-se de uma função positiva para y > 1 e negativa para y < −1. Tende
em módulo para 1 quando |y| → ∞. Anula-se em −1 e é infinita em 1.

t

y

1

−1
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I.1.B. O domı́nio da função é o conjunto em que −1 < y ≤ 1.

√

1− y2

1 + y
=

√

1− y

1 + y
.

Esta função é não negativa. É infinita em −1 e anula-se em 1.
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I.2.A.

µ(y) =
1

y3
.

− t

y2
+ 6 ln y = 1.

− T

+∞ + 6 ln(+∞) = 0 +∞ = +∞ 6= 1.

A função (t, y) 7→ y

2t+6y2
tem como domı́nio {(t, y) ∈ R

2 : t 6= −3y2}. A

condição inicial está na região t > −3y2. Nesta região, quando y > 0, y é
crescente.
I.2.B.

µ(y) =
1

y4
.

− t

y3
+ 9 ln y = 1.

− T

+∞ + 9 ln(+∞) = 0 +∞ = +∞ 6= 1.

A função (t, y) 7→ y

3t+9y2
tem como domı́nio {(t, y) ∈ R

2 : t 6= −3y3}. A

condição inicial está na região t > −3y3. Nesta região, quando y > 0, y é
crescente.
I.3.A.

y′ = 2(1 + t)(1 + y2).

y = tan
(π

4
+ (t+ 1)2 − 1

)

π

4
+ (t + 1)2 − 1 ≥ π

4
− 1 > −π

2
.

π

4
+ (t+ 1)2 − 1 =

π

2
se t = −1 ±

√

1 +
π

4
]

−1−
√

1 +
π

4
,−1 +

√

1 +
π

4

[

I.3.B.
y′ = −2(1 + t)(1 + y2).

y = tan
(π

4
− (t + 1)2 + 1

)

π

4
− (t+ 1)2 + 1 =

π

2
se t = −1 ±

√

1− π

4
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−1 +

√

1− π

4
< 0.

π

4
− (t+ 1)2 + 1 = − π

2
se t = −1±

√

1 +
3π

4
]

−1−
√

1− π

4
,−1 +

√

1 +
3π

4

[

.

II.1.A.
λ = −1 ⇐ v = (1,−1)

λ = 3 ⇐ v = (1, 1)

S =

[

1 1
−1 1

]

, S−1 =
1

2

[

1 −1
1 1

]

eAt =

[

e−t+e3t

2
−e−t+e3t

2
−e−t+e3t

2
e−t+e3t

2

]

ẋ = 0 se x+ 2y = 0.
II.1.B.

λ = −2 ⇐ v = (1, 1)

λ = 4 ⇐ v = (1,−1)

S =

[

1 1
1 −1

]

, S−1 =
1

2

[

1 1
1 −1

]

eAt =

[

e−2t+e4t

2
e−2t

−e4t

2
e−2t

−e4t

2
e−2t+e4t

2

]

ẏ = 0 se −3x+ y = 0.
II.2.A.

D(D − 2)y = t ⇔ y = − 1

4
(t+ t2) + c1 + c2e

2t

II.2.B.

D(D − 4)y = e4t ⇔ y =
1

4
te4t + c1 + c2e

4t

II.3.A.
divF = 1.

Seja

A =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : z = 2, 1 <

√

x2 + y2 < 3
}

e

Ω =

{

(x, y, z) ∈ R
3 : z > 2,

(

√

x2 + y2 − 2
)2

+ (z − 2)2 < 1

}

.
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Note-se que ∂Ω = S ∪ A.
∫ ∫ ∫

Ω

divF dV =

∫ ∫

S

F · n dS +

∫ ∫

A

F · n dS.

∫ ∫

A

F · n dS =

∫ ∫

A

z dS = 2

∫ ∫

A

dS = 2π(32 − 12) = 16π.

∫ ∫ ∫

Ω

divF dV =

∫ ∫ ∫

Ω

dV.

Seja ρ =
√

x2 + y2. Uma vez que sobre a superf́ıcie do toro

z = 2 +
√

1− (ρ− 2)2,

∫ ∫ ∫

Ω

dV =

∫ 2π

0

∫ 3

1

∫ 2+
√

1−(ρ−2)2

2

ρ dzdρdθ

= 2π

∫ 3

1

√

1− (ρ− 2)2ρ dρ.

Fazendo a substituição ρ = 2 + sin t,

2π

∫ 3

1

√

1− (ρ− 2)2ρ dρ = 2π

∫ π

2

−
π

2

cos t(2 + sin t) cos t dt

= 2π2.
∫ ∫

S

F · n dS = 2π2 − 16π.

II.3.B.
divF = 1.

Seja

A =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : z = 3, 2 <

√

x2 + y2 < 4
}

e

Ω =

{

(x, y, z) ∈ R
3 : z < 3,

(

√

x2 + y2 − 3
)2

+ (z − 3)2 < 1

}

.

Note-se que ∂Ω = S ∪ A.
∫ ∫ ∫

Ω

divF dV =

∫ ∫

S

F · n dS +

∫ ∫

A

F · n dS.

∫ ∫

A

F · n dS =

∫ ∫

A

z dS = 3

∫ ∫

A

dS = 3π(42 − 22) = 36π.
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∫ ∫ ∫

Ω

divF dV =

∫ ∫ ∫

Ω

dV.

Seja ρ =
√

x2 + y2. Uma vez que sobre a superf́ıcie do toro

z = 3−
√

1− (ρ− 3)2,

∫ ∫ ∫

Ω

dV =

∫ 2π

0

∫ 4

2

∫ 3

3−
√

1−(ρ−3)2
ρ dzdρdθ

= 2π

∫ 4

2

√

1− (ρ− 3)2ρ dρ.

Fazendo a substituição ρ = 3 + sin t,

2π

∫ 4

2

√

1− (ρ− 3)2ρ dρ = 2π

∫ π

2

−
π

2

cos t(3 + sin t) cos t dt

= 3π2.
∫ ∫

S

F · n dS = 3π2 − 36π.

III.1.A.
rot f(x, y, z) = (−y,−x, 1)

g(x, y) = (x, y, xy)

∂g

∂x
× ∂g

∂y
dS = (−y,−x, 1) dxdy

∫∫

rot f(x, y, z) · ∂g
∂x

× ∂g

∂y
dxdy =

∫∫

(x2 + y2 + 1) dxdy =
3π

2

III.1.B.
rot f(x, y, z) = (−x, y, 1)

g(x, y) =

(

x, y,
x2 − y2

2

)

∂g

∂x
× ∂g

∂y
dS = (−x, y, 1) dxdy

∫∫

rot f(x, y, z) · ∂g
∂x

× ∂g

∂y
dxdy =

∫∫

(x2 + y2 + 1) dxdy =
3π

2

III.2.A.

u(x, y) = (cosh(2x)− 1) sin(2y) +
∞
∑

n=1

dn sinh(nx) sin(ny).
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Para n 6= 2, tem-se

sinh(na)dn =
1

π

∫ π

−π

f(y) sin(ny) dy ⇔ dn =
2

sinh(na)π

∫ π

0

f(y) sin(ny) dy;

d2 =
1− cosh(2a)

sinh(2a)
+

2

sinh(2a)π

∫ π

0

f(y) sin(2y) dy.

(cosh(2a)− 1) sin(2y) +

∞
∑

n=1

dn sinh(na) sin(ny) = sin(y)

implica d1 sinh(a) = 1, (cosh(2a) − 1) + d2 sinh(2a) = 0, e os outros dn’s
nulos.

u(x, y) =
sinh x

sinh a
sin y+

1− cosh(2a)

sinh(2a)
sinh(2x) sin(2y)+(cosh(2x)−1) sin(2y).

As condições de compatibilidade são para a função f :

f(0) = f(π) = f ′′(0) = f ′′(π) = 0.

III.2.B.

u(x, y) = (cosh(3x)− 1) sin(3y) +
∞
∑

n=1

dn sinh(nx) sin(ny).

Para n 6= 3, tem-se

sinh(na)dn =
1

π

∫ π

−π

f(y) sin(ny) dy ⇔ dn =
2

sinh(na)π

∫ π

0

f(y) sin(ny) dy;

d3 =
1− cosh(3a)

sinh(3a)
+

2

sinh(3a)π

∫ π

0

f(y) sin(3y) dy.

(cosh(3a)− 1) sin(3y) +
∞
∑

n=1

dn sinh(na) sin(ny) = sin(2y)

implica d2 sinh(2a) = 1, (cosh(3a) − 1) + d3 sinh(3a) = 0, e os outros dn’s
nulos.

u(x, y) =
sinh(2x)

sinh(2a)
sin(2y)+

1− cosh(3a)

sinh(3a)
sinh(3x) sin(3y)+(cosh(3x)−1) sin(3y).

As condições de compatibilidade são para a função f :

f(0) = f(π) = f ′′(0) = f ′′(π) = 0.


