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Capitulo 1

Numeros complexos
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Figura 1.1: Coordenadas polares.

Figura 1.2: Raizes quintas de 1.
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Figura 1.3: Projecao estereografica.



Capitulo 2

Funcoes complexas
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Figura 2.2: Representacdo geométrica da imagem de um conjunto por z — z2.
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Figura 2.3: Representagao geométrica da imagem de um conjunto pela fungdo argumento principal.

Figura 2.4: Outras fun¢ées argumento que nao o argumento principal.
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Figura 2.5: Representacio geométrica da imagem de um conjunto pela funcdo raiz principal.
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Figura 2.6: A inversdo preserva simetrias.

\ -y ‘ 'l'
B IN T

N / \

N —1N

Z <z

p

L

B N
™
1
L]
/
7/
‘\
N
‘\
/
/

e
2|
:/'| ! \\ 4
e ' ’ \
e ~ %
/""Z 3 N wite”
—ai
4

/ ’

Figura 2.8: O centro da esfera de Riemann passa de (—1,0,0) para (0,0,0). A imagem de %
por z + z 416 L



Figura 2.9: A esfera de Riemann roda 7 radianos em torno do eixo real. A imagem de % por

z 61—

Figura 2.10: A esfera de Riemann roda 7 radianos em torno do eixo que liga o polo norte ao polo
sul, no sentido direto quando visto de cima. A imagem de 1 — i por z — E(z%)z é /2.

Figura 2.11: O centro da esfera de Riemann passa de (0,0,0) para (0,0,2). A imagem de v/2 por
z > 32 é 3v2.
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Figura 2.12: Representagao geométrica da

Figura 2.13: Representagdo geométrica da imagem de um conjunto por z — z + 1.

Figura 2.14: Representacao geométrica da imagem de um conjunto por z > %
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imagem de um conjunto pela funcao z +—
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Figura 2.15: Angulo inscrito e Angulo ao centro.
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Figura 2.16: A imagem dos eixos coordenados por w — z = b+
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Capitulo 3

Diferenciabilidade de funcoes
complexas
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Figura 3.1: A aproximacao linear ¢g(z) = f(a) + f'(a)(z — a) de uma fungdo diferencidvel no
ponto a.
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Figura 3.2: Interpretacao geométrica da equagao de Cauchy-Riemann.
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Figura 3.3: Os pontos de diferenciabilidade de uma funcao e as imagens de pequenos quadrados.
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Figura 3.4: As imagens de um ponto de diferenciabilidade e de um ponto de nao diferenciabilidade.
(r 4+ t)E(i6)

a = rE(if)

rE((0 + 1))

Figura 3.5: Derivar em ordem a r e derivar em ordem a 6.
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Figura 3.6: Uma mudanga de coordenadas permite passar da forma polar para a forma cartesiana
da equacao de Cauchy-Riemann.
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Figura 3.7: Transformacao conforme.
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Figura 3.8: A imagem de uma curva por uma funcado diferencidvel com derivada nao nula.
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fla) + fy(a)
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fla) + fx(a)

Figura 3.9: Se f é R-diferenciavel e conforme, entdo f é diferenciavel.

fla) + fy(a)

fla) + fx(a) + fy(a)

fla) + fa(a)

Figura 3.10: Se f ¢ R-diferencidvel e Df transforma vetores de comprimento [ em vetores de
comprimento kl, entao, ou f, ou f sao diferenciaveis.
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Figura 3.11: Tustragdo do Exemplo 3.36 de convergéncia uniforme.

12



fa(x) f3(z) fa () f5(x)

5 5 5 5
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2

\
\
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

x — —‘— xT

1 1 1 1

Figura 3.12: Tlustracao do Exemplo 3.37 de convergéncia pontual.
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Figura 3.13: Tlustracdo do Exemplo 3.38 de convergéncia pontual.

f1(z) fa(x)

f1o(x)

Figura 3.14: Tlustracao do Exemplo 3.39 de convergéncia pontual.
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Figura 3.15: Tustragdo do Exemplo 3.40 de convergéncia uniforme em intervalos limitados.
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Figura 3.16: Tustracdo do Exemplo 3.41 de convergéncia pontual e de divergéncia.
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Figura 3.17: Representagdo geométrica da imagem de {z € C: —7 < Sz < 7} por z — exp(z).
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cosh x
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sinh x

Figura 3.18: Os gréficos de x — coshx e x — sinh z.
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Figura 3.19: Representacao geométrica da imagem de um conjunto pela fungao logaritmo principal.
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Figura 3.20: Representa¢io geométrica da imagem de duas semirretas pela fungdo descontinua na
origem.
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Figura 3.21: As imagens de pontos de diferenciabilidade e de pontos de nao diferenciabilidade e a
forma polar da equacao de Cauchy-Riemann.
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Figura 3.22: Os pontos de diferenciabilidade de uma fungao e as pré-imagens de pequenos qua-
drados.
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Figura 3.23: Representacao geométrica da imagem do conjunto S pela funcao do Exercicio 3.63.
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Capitulo 4

Integrais de funcoes complexas

a+ R
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Figura 4.1: Como aplicar o Teorema Fundamental do Calculo para calcular f‘ —L_dz.

z—al|=r z—a

1

Figura 4.2: A curva parametrizada pelo caminho z : [0, +00[— C, definido por z(f) = e~0+27%,

17



(ay,b2) (z, b2) (agz,b2)
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Figura 4.3: A fronteira do retdngulo R descrita no sentido direto.

xg + iy L22 z + iy
L£2,1 L£1,2
zo + iyo L1,1 z + iyg

Figura 4.4: O integral de f sobre £1 = L£11 UL 2 é igual ao integral de f sobre Lo = L2571 U L2 2,
de acordo com o Teorema de Goursat.

Figura 4.5: Um conjunto simplesmente conexo.
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Figura 4.6: Divisao do conjunto da Figura 4.5 em dois.

Figura 4.7: O conjunto €2 simplesmente conexo do Teorema de Cauchy melhorado.

Figura 4.8: Uma forma de provar a independéncia do integral f‘z f(2) dz em relacgao ao valor

de r.
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Figura 4.10: Decomposi¢ao de uma curva em duas outras para aplicagdo da Formula Integral de
Cauchy.
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Figura 4.11: Divisao do retangulo R nos retangulos R1 e Ra.
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Figura 4.12: Os retangulos R, e Rao..
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Figura 4.13: Tlustragdo das hipéteses do Exercicio 4.58 no caso particular em que f(t) = ie™% e

g(t) = 5(3 —€*").

Figura 4.14: Uma roda quadrada a percorrer uma estrada formada por uma série de arcos cate-
narios.
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Figura 4.15: Uma circunferéncia a rodar sobre outra e uma rolete.

Figura 4.16: Uma reta a rodar sobre um arco catendrio.
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Figura 4.17: Velocidade angular do eixo da roda quando este se move com velocidade linear igual
alm/s.

SE

Figura 4.18: Velocidade linear do eixo da roda quando este se move com velocidade angular igual
a 1 rad/s.
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Capitulo 5

Séries de Taylor e de Laurent

Figura 5.1: No desenvolvimento de z — z— em série de poténcias de z — a, o ponto z deve estar

E—=z
dentro de C.

Figura 5.2: Grafico de uma fungao real indefinidamente diferenciavel que nao é analitica.
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Figura 5.3: No desenvolvimento de z — — —— em série de poténcias de

(—=z
fora de C.

o ponto z deve estar
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Figura 5.4: Curvas auxiliares usadas na prova do desenvolvimento em série de Laurent.
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Figura 5.5: A curva de integracdo nio esta contida na regido anular em que é valido o desenvol-
vimento em série de Laurent.

Figura 5.6: Para provar o Teorema dos Residuos, usa-se o facto de [, f(z)dz = Ele fcj f(z)dz.
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Figura 5.7: As regides anulares centradas em zero em que se pode desenvolver z — ———— em
(z=1)(-2)

série de Laurent.
7@
C

Figura 5.8: A funcao f tem dois zeros dentro de C e a curva f(C) d4 duas voltas em torno da
origem.
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Capitulo 6

Equacoes diferenciais ordinarias
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Figura 6.1: Campo de direc¢oes e esbogo dos gréificos das solugoes de 4’ = ay, com a > 0.
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Figura 6.2: Campo de diregdes e esbogo dos graficos das solugbes da equagao diferencial do
Exemplo 6.4.
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Figura 6.3: Representagao dos conjuntos fornecidos pelo Teorema da Funcao Implicita.
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Figura 6.4: Campo de diregoes e esbogo dos gréificos das solugoes de y' = ay, com a < 0.
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Figura 6.5: Campo de diregoes e esboco dos graficos das solugoes de h/ = —A\/2gh.
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Figura 6.6: Campo de diregoes e esboco dos graficos das solugoes de ¢y’ = tany.
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Figura 6.7: Campo de diregoes e esbogo dos gréficos das solugoes de 52 =1 — =.
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Figura 6.8: Campo de direcoes e esboco dos gréaficos das solugdes de % = #
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Figura 6.9: Campo de diregoes e esboco dos graficos das solugdes da equagao logistica.
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Figura 6.10: O sinal de y(% —y) no plano (,y).

==

Figura 6.11: Esboco dos gréficos das solugoes de y' = 4 — 32,



Figura 6.12: Esboco dos graficos das solucdes de 3’ = t2 + 2.
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Figura 6.13: O gréfico de = — /2 “ea construgao dos primeiros trés termos da sucessiao (yy).
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Figura 6.14: Esbogo dos graficos das trés primeiras iteradas de Picard e do gréafico da solugao do
problema de valor inicial do Exemplo 6.38.

Figura 6.15: Representacdo de uma catenaria e das tensoes nos pontos s e s + As.
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Figura 6.16: Campo de dire¢oes da equacao diferencial do Exercicio 6.47.
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Figura 6.17: Esboco dos graficos das solugoes da equacao diferencial do Exercicio 6.47.

Figura 6.18: Os dois reservatérios do Problema 6.48.
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Figura 6.19: Um modelo fisico com dois reservatdrios que permite interpretar as solugoes de (6.60)
com fungoes coordenadas que assumem valores negativos.
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Figura 6.20: O sistema de coordenadas determinado por vy e vs.
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Figura 6.21: Interpretacio de A = SAS™!.

Figura 6.22: Construgao do retrato de fase do sistema (6.60).
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Figura 6.23: Construgéo do retrato de fase do sistema (6.60).

Figura 6.24: Construgdo do retrato de fase do sistema (6.60).
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Figura 6.25: Construgao do retrato de fase do sistema

Figura 6.26: Construgao do retrato de fase do sistema
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Figura 6.27: Construgdo do retrato de fase do sistema (6.60).

Figura 6.28: Retrato de fase do sistema (6.60).
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Figura 6.29: Um circuito cujo regime transitério é modelado pelo sistema (6.60).
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Figura 6.30: Outro circuito cujo regime transitério é modelado pelo sistema (6.60) e cujas correntes
i1 € 1o sdo coordenadas de um vetor da forma ae*tv; para t > 0.
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Figura 6.31: Ainda outro circuito cujo regime transitério é modelado pelo sistema (6.60).

Figura 6.32: O grafico da funcdo f e um trajeto de declive maximo.
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Figura 6.33: O péndulo simples.

Figura 6.34: Retrato de fase do sistema (6.87).
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Figura 6.36: Grafico do dngulo do péndulo em fun¢ao do tempo quando a solugao satisfaz 0(t) —
—m quando t — —o0, e 0(t) — 47 quando t — +00.
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Figura 6.37: Os trés reservatérios de Problema 6.71.
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Figura 6.38: Retrato de fase do sistema (6.97) quando z = 0.
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Figura 6.39: A mola do Problema 6.73.
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Figura 6.41: Retrato de fase do sistema (6.108).
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sistema (6.109).

Figura 6.42: Retrato de fase do

sistema (6.111).

Figura 6.43: Retrato de fase do

(6.114).

ciado a

sistema asso

Figura 6.44: Retrato de fase do
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Figura 6.45: Os trés reservatérios do Exercicio 6.82.
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Figura 6.46: Os trés reservatérios do Exercicio 6.83.
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Figura 6.47: Raizes de um polinémio de segundo grau com coeficientes reais.

Figura 6.48: Circuito LC série.

Figura 6.49: Movimento de quatro particulas sujeitas a uma forga central com a mesma distancia
minima ry ao centro de atracdo. O momento angular L = mpe, varia de particula para particula

eétal que Z =1, 1.5, 2, 4.
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Figura 6.50: Cone.
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Figura 6.51: O grafico de x — NEW
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Capitulo 7

Séries de Fourier e equacoes
diferenciais parciais

Figura 7.1: Os graficos dos cinco primeiros elementos da base ortogonal V.

V‘ \V‘
_

Figura 7.2: Prolongamento impar e par.
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Figura 7.3: Prolongamento par.

g(s)

Figura 7.4: O gréfico da funcao g do Exemplo 7.17.

g(s)

Figura 7.5: O gréfico da fun¢ao g do Exemplo 7.18.

w(ax, t)

Figura 7.6: Prolongamento impar e periédico.

Figura 7.7: O dominio [0, a] x [0,b] de uma solugdo da equagdo de Helmholtz.
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Figura 7.8: O grafico de uma solugao da equacao de Helmholtz com condi¢des de Dirichlet homo-
géneas.

Figura 7.9: O grafico do prolongamento de uma solugao da equacao de Helmholtz com condig¢oes
de Dirichlet homogéneas.

u(x, t)

Ty

Figura 7.10: Representacao de uma corda e das tenses nos pontos = e x + Ax.

Figura 7.11: O dominio [0,!] x [0, +oo[ da temperatura u.
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Figura 7.13: O gréfico do prolongamento de uma solucao da equacao do calor com condi¢oes de
Dirichlet homogéneas.

Figura 7.14: O grafico de uma solugao da equacgao das ondas com condi¢oes de Neumann homo-
géneas.

Figura 7.15: O gréfico do prolongamento de uma solucao da equacao das ondas com condigoes de
Neumann homogéneas.
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Figura 7.16: O dominio [0, a] x [0,b] da solucao da equagio de Laplace.

Figura 7.18: O grafico do prolongamento de uma solucao da equacao de Laplace com condigoes
de Neumann.

w(z, t)

Figura 7.19: O grafico de uma func¢ao que se anula na origem e que tem derivada nula em /.
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u(x, t)

in( =z
Sln( 21 )

1l

Figura 7.23: O grafico de x — sin(%) paran =2e 4.
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Figura 7.26: O grafico da funcao h.
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If = 9512 (x)

Figura 7.27: A 4rea por baixo do grafico da funcdo |f — gx|?.

If = gk l(=)

Figura 7.28: A altura méxima do grafico da fungédo |f — gi|.
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Figura 7.29: Determinacao das frequéncias de vibracao de uma viga encastrada.

— tan(ul), tan(ul), tanh(pul)

71 (2) J2(z)
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Figura 7.30: Os dois primeiros modos de vibracao simétricos de um viga encastrada.

VARV

Figura 7.31: O terceiro modo de vibragdo simétrico de um viga encastrada.
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Figura 7.32: Os dois primeiros modos de vibrag¢do anti-simétricos de um viga encastrada.

g3 (z)

Figura 7.35: Grafico de uma velocidade inicial crescente.
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Figura 7.38: Outro gréafico da velocidade de particulas descrita pela equagdo de Burgers.
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Figura 7.39: Grafico e curvas de nivel da fun¢ao de Gauss.

ug (@)

Figura 7.40: A série de § de Dirac em (7.184).
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Figura 7.41: Movimento de um fluido com potencial da velocidade igual a %%
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Figura 7.42: Movimento de um fluido com potencial da velocidade igual a Rz2.
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Capitulo 8

Séries reais

Figura 8.1: Enquadramento da série de Dirichlet.

-
Am 42
am41 — am42 + am43
1 1 1 1
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Oamiy1 —am42 Am41
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Figura 8.2: Estimativa da diferenca de duas somas parciais da série de Leibniz.
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Capitulo 9

Solucoes dos exercicios propostos

—24 |

Figura 9.1: As raizes cibicas de —8i.

iz iSV2E(ig)z

2 /_3 20 |
Rz RV2E(if)z

Figura 9.2: Representagao geométrica da imagem de um conjunto por z — ﬁE(z%)z
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Figura 9.5: Representacio geométrica da imagem de um conjunto pela funcio z — —
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Figura 9.6: Representagao geométrica da imagem de um conjunto pela funcao z +—
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Figura 9.8: Interpretacao geométrica da equagao de Cauchy-Riemann.
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i sinh yq

Rw

cosh yo

Rz Re?

Figura 9.10: Representacao geométrica da imagem de um conjunto por z +— e?.

Figura 9.11: Campo de direcdes e esboco dos grificos das solucoes de y' = y? — 1.
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Figura 9.12: Campo de direcdes e esboco dos graficos das solucoes de y’ = ¥~

(t,y)

(to, vo)
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Figura 9.13: Reflexdo de pontos na reta y = ¢.
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Figura 9.14: Campo de direcoes e esbogo dos gréficos das solugoes de yy’ = —t e yy’ = t.
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Figura 9.15: Campo de diregoes e esboco dos graficos das solugoes de y' = siny.
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Figura 9.16: Esboco dos gréaficos das solugoes de h' = %%}h

2v

Figura 9.17: O gréfico da fun¢ao v — 755.
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Figura 9.18: Esboco dos graficos das solucoes de 2ty — (t2 + y2)y’ = 0.
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Figura 9.20: Retrato de fase do sistema (6.156).
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Figura 9.21: Retrato de fase do sistema (6.157).
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Figura 9.22: Esboco da curva descrita por r = rge? =% no plano (x,%).

u(x, t)

\ SN\
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Figura 9.23: Prolongamento par e periddico.
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Figura 9.24: Movimento de um fluido com potencial da velocidade igual a fe”.
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