Analise Matematica IV
1° Teste - 19 de Abril de 97
Civ., Fis. e Matem.

Resolucgao

a) Emr >0e —7m <6 < 7, a fungao log tem derivadas parciais continuas
em ordem a 7 e a 0 e satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann: % log z =
—%% log z = 1; portanto é analitica.

r?
Em r > 0e 6 = 7, a funcao log é descontinua; portanto nao é analitica.
b) z(0) = e, com —7 < § < 7, é uma parametrizacio da circunferéncia
de raio um, centrada na origem.
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Leva-se um dos pontos de intersec¢ao das circunferéncias para a origem.

23:2\/5/22 z4 =23+ 1

AN

. O ponto 0 é transformado em oo, 0 ponto —2v/2 é
transformado em —1, o ponto 21/2i é transforamdo em —i e o ponto —2+v/2i
é transforamdo em 7. As circunferéncias sao transformadas em rectas.

Inverte-se (z — @)
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25 = 23 26 =25 +1/2

2+ 2% permite transformar um quadrante num semiplano. O semiplano é
deslocado para a direita de modo a que a recta que o limita nao passe pela
origem.

27 =1/2 g =27 —1

N
A

Inverte-se ( Z . O ponto o é transformado em 0 eo ponto s é
transformado em 2 A recta Re zg = = é transformada na 01rcunferen01a
|Z7 — 1| =1.
Compondo as transformacoes acima obtém-se zg = ﬁ - 1.
(2%+1) +3
3.
1 o 1
a) RGSWLZO = llmz_>0 1 1.
Res% = lim,_; 1 =1.

-1) z=1
fC’zz iy dz = 2mi (Reszz 1)’ i —|—Reszz ) 221) =0.
b) O Teorema de Cauchy afirma que os integrais de fungoes analiticas
num dominio €2, ao longo de caminhos homotdpicos em €2, sao iguais.
Portanto o valor do integral nao depende de r.

’fc o 47| = fo ENEED Z| iy |dz| = [, z=|dz| = 3 — 0, quando r —
+00, onde se usou o facto de |z — 1| > |z| — 1 para |z| > 1. Logo,
fC’ z(zl—l) dz = 0.

c) Seja © um dominio em C e f : Q@ — C, continua. Sabemos que f
é a derivada de uma funcao analitica sse o integral de f ao longo de
qualquer contorno fechado em 2 é nulo.

f|z 1|1 7= 1dz-27m;£0

Concluimos que z +— Z% nao é a derivada de uma funcao analitica em

C\ {1}, 1
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d) Se v é um contorno de Jordan fechado em C\ [0, 1], descrito no sentido
directo, entao v é homotdpica a curva C do enunciado (supondo C
descrita no sentido directo) ou  é homotdpica a um ponto, pelo que
f’yz(zll dZ_fC’zzll) dz = 0.
Conclui-se que os integrais de
C\ [0, 1] sao nulos.

Portanto, z +— Z(Zl_l)

—1) ao longo de contornos fechados em

¢ a derivada de uma funcéo analitica em C\ [0, 1].

4. Designe-se por n a parte inteira de «, ou seja, o natural tal que a — 1 <
n < a. Vamos provar que a derivada de ordem n + 1 de f é identicamente
nula.

Sejaa € Cer > 0. Pela formula integral de Cauchy,

n+1 (a) — n;ri f|z al=r (z a n+2 dz.
+1)! f| c(14+]2]%) |dZ|

+1
| n+1 (CL)| < = f|z al=r z—al=r |Z al"t2

<L a|_rW|dz| (1) C“*ﬁzi':')12w~c<n+1>':ﬁ;Ho,

quando r — +oo. Logo, f"V(a) = 0. Como a é arbitrario, f*+9 = 0.
Integrando n + 1 vezes, conclui-se que f é um polinémio de grau menor ou
igual a n.



