Analise Matematica IV

Exame de Epoca Especial - 30 de Setembro de 96
Fis. e Matem.

Resolucgao

a) Suponhamos que f'(re?) existe. Entdao, no ponto re?, existem nomea-

damente as seguintes derivadas:

e a derivada de f ao longo da semirecta que passa pela origem e por
re. e que vale
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— e—i@ lim g(T + P 9) - g(T’, 0)
p—0
= e_w%(r, 0), e

e a derivada de f ao longo da circunferéncia de centro na origem e
raio r, e que vale
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= — ]
' r P o) el —1
- 0 — 0 '
r, ¢ 1) ¢—0 e — 1
e " g
= — —(r,0).
AR
[gualando as duas expressoes obtidas, obtém-se % = —% %.

b) Suponhamos que |f|> = ff = constante. Derivando em ordem a x e
em ordem a y, obtém-se

Na forma matricial,
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d)

e)
f)

Usando as equagoes de Cauchy-Riemann, f, =i f;,

EalEn

—ife ifs f 0|

Conclui-se que f =0 ou f, =0.

Se em algum ponto f = 0, entao f = 0, porque f = constante. Se f
nunca se anular, entao f; = 0. Logo, f, = 0. Integrando ao longo de
uma linha poligonal com lados paralelos aos eixos coordenados, obtém-
se f = constante.

. _ (z+iy)? _ x2—y? 2izy
f('r + Zy) = (g T 2242 + 22 1y?

f(reie) — €2i9_
=0e gy = 2ie*
lg _ 2 219 # 0.
lfl=1, mas f nao é constante Logo f nao é analitica.
fz|:R f( Ydz = fz| R |Z|2 dz = f| =R ? 22dz = 0, porque z? é analitica

e |z] = R é um contorno fechado (Teorema de Cauchy).
O Teorema de Morera afirma que se f esta definida e é continua numa

regiao 2, e se fC z)dz = 0, para todos os contornos fechados C' em
Q, entao f é anahtlca em (). Ora, a condigao fc z)dz = 0 s6 foi
verificada para C' = {z € C : |z| = R, R > 0}, e ndo para todos os

contornos fechados C.

A equagao nao permite determinar o declive das solu¢oes que passam
pela origem (z,y) = (0,0).
Resolvendo para ¢, obtém-se ¢y’ =
sobre o eixo dos y's (x = 0).
Tirando partido do segundo membro ser uma funcao homogénea, es-
crevemos y' = 11((3;///?)2 = 1?&, onde ¢ = y/x. Ou seja, o declive das
solugoes é constante quando ¢ é constante, isto é, sobre rectas que pas-
sam pela origem.

Na figura seguinte faz-se um esboco do gréfico da fungao ¢ —

2xy
x2+y2 .

O declive das solugoes é nulo

2c .

1+c2 -
20(1+¢2)
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. . . . c
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b)

A funcao ¢y’ anula-se sobre os eixos coordenados; tem um maximo ab-

soluto em z = y que vale 1; e tem um minimo absoluto em x = —y que
vale —1.
y=0,y=xey= —x sao solugoes da equacao diferencial.

Na figura seguinte faz-se um esbogo das solugoes da equacgao diferencial:

\z
7o

Esbogo das solugoes de 2xy — (2% + y?)y’ = 0.

A equagao é da forma M + Ny’ = 0, com M(z,y) = 2zy e N(z,y) =
—(2% + y?). A equagio nao é exacta porque M, # N,.

Multiplicando a equagao por u obtém-se uM + uNy' = 0. Para
que esta equagao seja exacta devemos ter (uM), = (uN)s, ou seja,
pyM + pMy = pe N + pNy.

Se p = p(x), entao B2 = =5
% = ﬁ. Tal como o primeiro membro, o segundo membro deve-
ria ser apenas funcao de x. Conclui-se que a equacao nao admite um
factor integrante que seja apenas funcao de z.

Se u = u(y), entao %y = MMy No caso presente segue-se que

M
By — —%. Determinemos uma solugao desta equacao. Como In|u| =

—2In |y| + k, onde k é constante, podemos tomar p = yiz

Note-se que y = 0 é solucao da equagao. Da unicidade, garantida
pelo Teorema de Picard para (x,y) # (0,0), que é a regiao onde
(z,y) — xff; ¢ de classe C, conclui-se que uma solucao que passe
por (xg,%0) com yo # 0 nunca tem ordenada nula, excepto possivel-

mente se passar pela origem.

A equagao uM + pNy' = 2?“” — (z—z + 1) y' = 0 é exacta.

My—N,
——=_ No caso presente segue-se que

Determinemos ¢ tal que “L¢(z,y) = % + g—i Yy = %x - (z—z + 1) Y.
Obtém-se ¢(x,y) = 2—2 —y—c,comcé€ R.

Portanto, 2—2 — 1y =c¢, com ¢ € R, sao solugoes da equacao diferencial.

Resolvendo para x em fungao de y, obtém-se x = ++/y? + cy.
—ctV/ 2 4x?

5 . Note-se

Resolvendo para y em fungao de z, obtém-se y =
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que |c| < v/ 4 422, Logo, no semiplano superior y = M, en-
quanto no semiplano inferior y = M.

Seja (z0,0) € R*\ {(0,0)}. O Teorema de Picard garante existéncia
e unicidade de solucao local para ' = xfxTny As solugoes sao as ob-
tidas acima. Para estudar a unicidade global ha que analisar quais as
solugdes que passam em (0, 0).

Pela simetria das solugoes, basta considerar o que se passa no primeiro

2
quadrante. Se ¢ > vy, entao z—g — 9o > 0, enquanto que se xy < Yo,
2 2
entao z—g — yo < 0. Por outro lado, para ¢ = z—g — 1, 0 valor de y para

2
’ ’ x
szeOsexg>yg,ee—y—§+ygsexg<yg.
Esta andlise conduz aos resultados seguintes, conforme o esboco de
solugoes:

e Se |yo| > |zol, entao ha apenas uma solucao da equagao diferencial

2
que passa por (g, ). O ¢ correspondente é ¢ = 0 — .
’ Y0

e Se |zg| > |yo|, entdo a equagao diferencial tem infinitas solugoes
que passam no ponto (Zo,¥o). Se yo = 0, entdo y = 0, para «

com o sinal de xg; podemos considerar que este caso corresponde
2

ac=o00. Se yy # 0, deverd ser ¢ = z—g — Yo para x com o sinal de
xo. Mas o valor de ¢ nao estda univocamente determinado para x

com sinal contrario ao de xg.

c) As curvas ortogonais as solugbes da equacao dada satisfazem y’ =
9”2+y , pois tém declives que sao o simétrico do inverso do declive

das solugoes da equacao dada.

A equagao (22 + y?) + 2zyy’ = 0 é exacta. As suas solugdes sao

2 1 ay? =c, com ¢ € R.

a) Suponhamos que f tem um zero de ordem m no ponto a € 2. Podemos
escrever f(z) = (2 —a)™ fn(2), com f,(a) # 0. Entao, f’ ( ) m(z —
a)™ ! f(2) + (2 —a)™f! (). Portanto, ];,((ZZ)) = -+ }cz Logo, —,
tem um polo simples em a, com residuo m.

Como o raciocinio do pardgrafo anterior é valido para todos 0S Zeros
de f, segue-se, do Teorema dos Residuos, que 2m 80 f

numero de zeros de f em (2, contando multiplicidades.

f df __ dutidv __ f (udutv dv)+i(—vdutudv) __ f —v dutu dv
2mi JOQY f 27m oQ utiv — 2m JoQ u2+v? T 2r Jo T wi4e?
udu+v dv 1 dw+0?) 1 .

TR = e = 3 dIn(u? + v?), ou seja, porque a forma

diferencial % ¢é exacta.

b)

porque
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a)

b)

Se x =rcosf e y =rsinf, entao xff; = 2cos 0 sinf = sin(20).

A funcdo g :)0,27[— R?, definida por g(f) = (rcos @, rsin 0, sin(26)) é
uma parametrizacao de C, \ {(1,0,0)}.

O vector (rsin @, r cos 6,2 cos(20)) é tangente a C,. e r sin 6 dx+r cos 0 dy+
2 cos(20) dz é uma orientacao para C,.

lim, fCr o = lim,_, fCr 0-o0ds =lim,_ fCr lds =

lim,_g fozﬂ /12 + 4cos?(20) df = 027r 2| cos(26)|df = 8 fo% 2 cos(20) df =
8. Para passar o limite para dentro do integral fez-se uma aplicagao
simples do Teorema da Convergéncia Dominada.




