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Anédlise Matematica IV
Exame de 2* Epoca - 20 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Resolucgao

dH = 91 dx+ o dy = (az + by) dz + (bx + cy) dy.

dH (u ) = u1 —l— _U2 (az + by)uy + (bx + cy)us.
( ) (%_217__;5) (bx—i-cy,—ax—by)
aH oH
w(vm, u) = uaa: =%y, + _U2 (az + by)us + (bx + cy)us.
(1 2

dH(vy) = w(vg,vy) = 0, porque, sendo w uma forma, w é alternante.
Em alternativa, dH(vyg) = (Zde + 22 - dy) (%—ZI’—%_?) = %_if%_gf —
OHOH _
oy Ox :

A funcao (z,y):, definida por (xg,yo) — (x(t),y(t)), é uma transfor-
macao linear representada pela matriz e Por defini¢ao, o Jacobiano
desta transformacao é o determinante de e4

ox(t) Ox(t)
Em alternativa, [ o o ] = e, Logo, 88(22’73’;0’3 = det et
Ozo dyo
De e = Se’*S~! segue dete?! = det Sdete’'det S~! = dete’t =
eMt %
O €>\2t — €>\1t€>\2t — etrAt.

A segunda igualdade é imediata, ja que tr A = 0.

O polinémio caracteristico de A é p(\) = A2 — b? + ac.

)\1 = \/b2 —ace )\2 = —\/b2 — ac = —>\1.

(Nota: De tr A = 0 também se conclui Ay = —\y.)

Os valores proprios de e’ sao p; = eMt e py = e = e~ M,

1/ = pg (e 1/p2 = ).

A matriz e é real, porque A é real. Logo, o polinémio Caracterlstlco
de e tem coeficientes reais. Conclui-se que se y é valor préprio de e
entdo também i é valor préprio de et

J& verificdmos que se p é valor préprio da e?, entdo também [L el/p
sao valores pr(’)prios de e, Portanto, 1/ji é valor préprio de e
(r,y)fw = ( dxg—l—ax dyo) A <ay dxy —|—8y dyo) = dxg /\dyg
det et w = w.

H(z,y) = (k:a: + y ?).

T = - _y7
{y = —% = —ku.
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g)

b)

LH(x,y) =

H ¢ constante ao longo das solugoes do sistema. De facto, %

dH(z,9) = dH(vg) = 0.
As curvas H = 5, c € R", sdo elipses que intersectam o eixo dos s
em +,/% e o eixo dos y’s em £v/cm.

Por outro lado, o campo vectorial (%y, —kx) anula-se apenas no ponto
(0,0). Se y > 0, entao a primeira componente do campo é positiva, e
se y < 0, entao a primeira componente do campo € negativa.

Em alternativa, se y > 0, entao & > 0, e se y < 0, entao = < 0.

O tnico ponto de equilibrio do sistema é (0, 0).

Vamos supor que % > m. O retrato de fase é:

)

e
=

O retrato de fase do sistema.

._1 OO T k
De &= -y ey= —kx, segue & = —-'x.

A solugdo geral de & = —£z ¢ z(t) = ozcos(\/gt) + ﬁsin(\/%t), ae
b€ R.
A solugao que verifica z(0) = zg e £(0) = 4o é z(t) = xo cos(\/%t) +

ig\/%sin(\/%t).

fC =20y = fo (L + L) dw = 2mi + 27t = 4mi.

1—w? w—1 w+1

Seja zg € D. Sejam 7, ey, dois contornos em D de v/2 a 2. fw =20 dw—

=20 iy = =2v dw, onde C' é um contorno fechado em D. Pe-
Y2 1—w? C 1—w? ’

la alinea anterior a diferencga vale 4k7i, onde k é um inteiro, igual ao
numero de voltas que ;3 — 72 da em torno de zero, no sentido directo.
iexp [% fw —2w dw} = jexp [% fw =24 dw + ka} = i exp [% fw —2w dw]

1—w w? 1—w

Sigamos a sugestao. Suponhamos ainda que o fecho de B nao contém
os pontos —1 e 1. Provemos que a fungao g : B — C, definida por

g(z) = fv =2% dw ¢é uma funcdo diferencidvel em zp. Seja z € B.
Como w — 2% ¢ analitica em B, g(z) — g(z0) = fz'z =24 dw, onde o

integral é calculado ao longo de qualquer contorno, §, em B, de zg a z.
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d)

Escolha-se para ¢ o segmento de recta de zg a z w(t) = 2o +t(z — 20),
1 —2w(¢

€ [0,1). Tem- -se g(z) — g(20) = J, 1= w2 dt (z — z9). Portanto,

%ﬁézo) = 01 1_252 dt. Como 0 fecho de B nao contém os pontos —1
1—w

Por outro lado, w(t) — 2o, quando z — zp. Logo, lim,_,., 79(’2:2520) =

fl —220 dt —220

O—Z z

A fungao fé dlferen(:1avel em zp, porque é a composi¢ao de g com uma
funcao diferenciavel.
Da alinea anterior sabemos que ¢'(z) = 2. Por consequéncia, f'(z) =

1—2z
f(2) ==
! 2 2
f(z )/( 2?) é constante porque L = 207 (=2)

dz1—22 (1—22)2
2f ff(=2*)+zf —0.

(- 22)2

O valor da constante é 1 porque f2(v/2)/(1 — (v/2)?) =i?/(—1) = 1.
SejaP={2€C:|Rez|<1le0<Imz<1— (Rez)?}.

Sejam ~ um contorno em D que vai de v/2 a z, e ¥ um contorno em D
que vai de V2 a z.

Se zo & P, entao f(z9) = f(20), porque podemos escolher 5 = ~.

Seja zp € P. Escolha-se o contorno 7, de v/2 a z, contido no semiplano
{z € C:Imz > 0}. Escolha-se o contorno 7, de V2 a 2, contido em
{zeC:Imz <0}UP.

fv =24 dw — f =24 dw = [, 2% dw, onde C' é um contorno fechado,

que dd uma volta em torno de 1, no sentido directo. Como f C1)=1 1_250”2 dw =

f|z_1|_1 (ﬁ + w+1) dw = 2mi, resulta que f(z9) = iexp [2 fv 1—211002 dw} =
} = —f(20).

zexp[



