Analise Matematica IV
2° Exame - 19 de Janeiro de 2007
LEBM, LEC, LEFT, LEGM e LMAC

Resolugao

1. A funcao f é diferencidvel como funcdo de R? em R?. Logo, a funcao f
serd diferencidvel nos pontos em que satisfizer a equacao de Cauchy-Riemann,
fo = —ify. Tem-se f, =1+ 2ix e f, =1 = —if, = 1. Conclui-se que f é
diferencidvel nos pontos x + iy tais que z = 0, ou seja no eixo imaginério. A
derivada é f'(iy) = fz(iy) = 1.

2. Se f é diferenciavel, entao satisfaz a equacao de Cauchy-Riemann f, =
—ify. Como f; = Uy + 10, € —ify = —iuy + vy, tira-se u, = vy € uy = —v,.
Além disso, f' = f,. Logo,

Up Uy

JF =det DF = =u2+ 02 =|f.> =%

Vp Uy Vp  Ug

Sendo S compacto e F' continua, F'(S) é compacto e portanto mensuravel.
Usando a férmula de mudanca de varidveis de integragdo, [ fF(s) dudv =

[[s|det DF|dzdy = [[, |f']? dz dy.
3.

a) Como f é inteira, para todo o z € C,

fll(a)
2!

f*®(a)
!

f(z) = fla)+ f'(a)(z—a)+ (z—a)’+...+ (z—a)+....

Dividindo ambos os membros desta igualdade por (z — a)”,

F"=2(a)/(n—2)!

g(z) = L9+ Ly Las oy el
) 91(2)
92(2)
I L S
) 93‘(’2) !

para todo o z # a.
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b) Seja
— _fla)/(n=1) _ f(a)/(n=2) _ f"(a)/((n=3)2") _ [ P()/(n-2)!
Gl (Z) - (z—a)n—1 (z—a)n—2 (z—a)n—3 Tt (z—a) :
Entdo G'(z) = g1(2), pelo que g; é a derivada de uma fun¢do ho-

lomorfa e f|zfa|:r 91(z)dz = 0. Como g3 é inteira, pelo Teorema de

Cauchy, também f| 93(2) dz = 0. Finalmente, por célculo directo,

z—al=r
f|z—a\:r ﬁ dz = 2mi. Combinando estes resultados,
f(z) / fE=D(q)
dz = [91(2) + g2(2) + g3(2)] dz = 2mi——=.
/|za|:r (Z - a)n |z—a|=r (n — 1)'
4.
Seja f : C\ {—ia,ia} — C, definida por f(z) = (z2ia2)2 = (z+ia)§(z—ia)2'
Tem-se,
__9(2) 22
f(Z) - (Z _ ia)Z’ com g(Z) - (Z +—’I:CL)2.

A funcdo g é holomorfa em C\ {—ia}. Seja R >aey={z2¢€ C:Qz =
OA|z| < R}U{z € C: ¥z > 0A|z| = R}. Pela Férmula Integral de Cauchy,

/y flz)dz = /y %dz = 2mig'(ia) = 2mi [M] L

(z +ia)*

o 223a3 T
= 2m - ——F

24t~ 2q°

Logo, R
i
T / Fa)do /| Lo

O cdlculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +oc:

R2

f(2)dz| < / ———dz
/z:R/\%z>0 =) 2l=RAS2>0 (B2 — CLQ)Z‘ |
R3
= (Rj—7a2)2 —0 quando R— “+00.

Tomando o limite em ambos os membros de (x) quando R — 400, conclui-se

+o0 2
que f_oo o dT =

s
(z2+4a2) 2a°
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a) y =1+%=1+m, comm =% Note-se, por exemplo, que m = 0 =
y=1lm=1=y=2m=-1=y=0m=00=y =o0e
y=14+m=m=m=oc0.
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Campo de direcgoes de ¢y =1+ y/x.
Y

Esboco dos graficos das solugoes de y' = 1+ y/x.

b) As solugodes sao decrescentes quando

y'<0<:>m<—1<:>%<—1<:>(y<—m/\:r>00uy>—x/\m<0),

e sao crescentes quando

y'>0<:>m>—1<:)g>—1<:>(y>—:1:/\3:>00uy<—x/\x<0).
T

Tém pontos de estacionaridade em

Yy =0&m=-1&y=—uz,
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d)

sendo que os maximos ocorrem em y = —z e £ < 0, e 0s minimos em
y=—xex>0.

Um factor integrante é e/ (C/z)de — ¢ W’ pelo que 1/z é tam-
bém factor integrante. Multiplicando a ambos os membros da equagao
por este factor integrante obtém-se

v ooy 1 d(y> 1
Lot =c & — (%)==
T x2 =z dz z

—log|z| _

Integrando de z; a z, vem

y(z)  y(wo)

= log |z —log|zo| & y(z )_Z‘/o——i—xlog
T 2o

Zo

uma vez que y(xo) = yo. Na realidade podemos escrever y(z) = Youo +

x log ( ) porque as solugoes com o > 0 estdo definidas para x > 0, e
as solugoes com zy < 0 estao definidas para x < 0.

1 1
lim y() = lim \08E/T0) _ ST X oo g
z—0 z—0 1/£C z—0 —1/,1'2 x—0
e
limy/(z) = lim {@ + log (i) + 1] = —00.
z—0 z—=0 [ g T

11
0 1
a definicao de exponencial,

A matriz AT = J = [ } , J em forma canénica de Jordan. Usando

e = T4+ At+ lA?t2 =T+ J"t+ (JT) 2 +
Y N (o (J2)Tt2 (I +Jt+ §J2t2 +. .)T
_ (eJt)T:[et tett]T [1 0] t
0 e t 1
A solugao do sistema é

X@:&W@:[%ﬁ%]a
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b) Pela derivada da fun¢ao composta,

d _dy _dt Yy x+y

%y(t(x))]—%X%—EZ . =1+5-

NS

Portanto os gréaficos das solucoes da equacao diferencial correspondem
a trajectorias do retrato de fase do sistema. Ha no entanto que juntar
as trajectérias X (t) = [0 yo|"e’, correspondentes justamente ao fluxo
ao longo da tunica direc¢ao prépria, que nao correspondem a graficos
de funcgoes de z. Para determinar o sentido em que as trajectorias sao
descritas podemos observar que na direcgao do vector préprio, [0 1]%,
o fluxo afasta-se da origem ja que o valor préprio associado é 1. Ao
longo das outras trajectorias os sentidos podem ser determinados por
continuidade. Em alternativa, se x é positivo, entdao z' é positivo, pelo
que z é crescente; se x é negativo, entdao x’' é negativo, pelo que x é

decrescente.

Yy
|

™ AN

e
L
X
=7
v AN
[

O retrato de fase do sistema.

7. Designando por D o operador de derivacao,
n

—y=—4de' & (D*-1ly=-4e' s (D-1)(D+1)y=—de*
= (D-1)D+1)’y=0 & y=cie'+ce " +cste™.

Substituindo na equacao original obtém-se,
(cste™)" —cste™ = —de™" & 237t = —de”t & c3=2.
A solucgao geral da equacgao dada é

Y= crel + coe b+ 2te L.
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a)

b)

Como f é seccionalmente C!, para todos os pontos de continuidade, ou

seja x & {—m/3,7/3},

flz) = % + Z_; [an cos(nz) + by sin(nz)]
com

™

0 = % /_ :: f(z) cos(nz) dz e by = % / f(z) sin(nz) dz.

-7

Como f é par todos os b,’s sdo nulos e

92 /3 2
In = ;/0 cos(na:)dac:{ lsir?;("”) se n # 0,
% se n =0,
0 sen=3k+3,
- +¥3 sen =6k+1oun=6k-+2,
— V3 se n = 6k + 4 ou n = 6k + 5,

onde k € Ny. Assim,

1 3 1 1 1
flz) = g—i—% cos(z) + 5 cos(2x) — 1 cos(4zx) — E cos(bx) +...|. (%)
O ponto 7 é um ponto de continuidade (da extensdo periédica) de f,
pelo que podemos tomar x = 7 na igualdade (x). Obtém-se

1 1 1 1 1 ™3
+ + .= ™3
2 4 5 7 8 9
Nota: Para calcular a soma no enunciado também se podia escolher o

ponto x = /3, caso em que a soma da série de Fourier vale 1/2 (média
dos limites laterais de f nesse ponto).



