Analise Matematica IV
2° Exame - 19 de Janeiro de 2006
LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

Resolucao

Y — 4y +dy=e* & (D-20y=¢e* = (D—-2)%* =0
& oy = c1e?t + eote® + Cgt262t, c1,Co,c3 € R.

Substituindo estas fungoes na equagao original obtém-se
(2c3e? + Scgte® 4 dest?e®) — 4(2cste® 4 2cst?e®) 4 4(cst?e®) = e*,

ou seja, cg = 1/2. Concluimos que as solugoes da equagao dada sao

t2
y(t) = clezt + 02t€2t + 56%, C1,C2 € R.

2. Vamos procurar solucoes de uy = c*u,, da forma u(z, t) X(x)T'(t).
Substituindo na equacao diferencial, X7T" = 2 X"T, ou CET = X" Conclui-
se que ambos os membros da ultima igualdade sao uma mesma Constante
constante essa que designaremos por —\. Tem-se X" + AX = 0e T" =
—A*T. Das condigoes fronteira para u, vem u(0,t) = X(0)T(t) = 0 e
u(m,t) = X(m)T'(t) = 0. Uma vez que nao queremos 1'(t) = 0 (porque isso
conduziria a u(z,t) = 0), tiramos X (0) = X (7) = 0. As solugoes nao nulas

de
X"+ AX =0em |0, 7,
X(0)=X(m) =0,

podem ser indexadas em n € Nj:

2,2
nem 2
{)\n— =2 =n-,

X, (x) = ¢, sin(nz),

onde os ¢,’s s3o constantes. Agora a equacao T" = —n?c?T, conduz a T'(t) =
d,, cos(nct) + e, sin(nct), onde os d,’s e os e,’s sdo constantes. Fazendo o
produto de X,, por T,,, obtém-se

un(z,t) = sin(nx)[a, cos(nct) + by, sin(nct)],
com a, = c,d, e b, = c,e,. Cada uma destas funcoes u,, satisfaz a equacao

diferencial com as condicoes fronteiras impostas, logo

u(z,t) = Z sin(nx)|a, cos(nct) + by, sin(nct)]

n=1
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é também uma solucao formal da equacgao diferencial com as condigoes fron-
teiras impostas. Para satisfazer as condic¢oes iniciais vamos impor que

“+oo
= Z a, sin(nx) = sin(z),
n=1

“+oo

u(z,0) = annc sin(nz) = sin(2x),

n=1
Pelo facto de as fungoes x — sin(nx) serem ortogonais em L?(0, 7), tira-se que
a; = 1, by = 1/(2¢), sendo todos os restantes a,’s e b,’s nulos. Substituindo
na expressao para u(z,t),

u(z,t) = sin(x) cos(ct) + %Sin@x) sin(2ct)

Verifica-se facilmente que esta é uma solugao da equacao diferencial com as
condicoes fronteira e iniciais dadas. Foi provado nas aulas que o problema
posto tem uma tnica solucao usando o método da energia.

3. Consideremos a extensdo par, f, de f ao intervalo [—2,2]. Sabemos que

3T Z (an cos(5-) +busin( <57 )]

= %/_22 f(z) cos(%) dz,
= %/_22 f(x) sin(%) dz.

Sendo a funcao f par, todos os b,’s sdo nulos e

a, = / flz cos ) dr = /12 cos(?) dx = % [sin(mr) — sin(%)]

_ .~ Sm(””) . ( 1) +1/2 se n é fmpar,
onrw 2/ 0 se n é par nao nulo.

2
a0:/1dx:1
1
Para |z| <2 e x # +1,

2 [cos(7m/2) _ cos(3mz/2) N cos(hmx/2)

com

O valor de aq é

] 1
f@)=5-7 1 3 5 |
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onde a série do segundo membro converge pontualmente. Para x = +1, a

soma da série vale 1/2 enquanto f(£1) = 1. Restringindo x ao intervalo [0, 2]
obtém-se a série de cosenos de f.

f(x)
1
— — xr
) ) COS[(Zk:fl)wx]
Esbogo do gréfico de § — 23, (—1)F 1 —=
f(x)
) W ‘ NT 2 X
[ 15 g1 cos[ 25577
Esbogo do gréfico de £ — 257 (1)1 ——=2—.
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Campo de direcgoes de y/ = eV,
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b)

d)

Esboco dos graficos das solucoes de 1y’ = e¥ ",

A equacao é separavel:

e Yy =e ",

Integrando ambos os membros entre ¢, e t,
e VO _ pmyto) — o=t _ o—to o y(t) _ log(e—yo +et— e—to).

Fazendo ty = 0 na expressdo obtida na alinea b), obtém-se y(t) =
—log(e ¥ +e~t—1). Como se estd a supor que yy < 0, tem-se e —1 >
0, pelo que a solucao esta definida em R. Além disso,

lim y(t) = —log(e™™ —1).

t——+o0

O grafico tem como assimptota o eixo dos t’s se este limite for nulo.
Isto corresponde a

—logle™ —-1)=0 & e =2 & y= log%.
Fazendo yo = 0 na expressao obtida na alinea b), obtém-se
y(t) = —log(e ™" — e 4+ 1).
Esta solucao existe para
el—e™+1>0 & e'>e™-1 & t<-—logle ™ —1).

O intervalo méximo de existéncia da solugio é | — oo, —log(e™" — 1)].
Observacao: A ultima figura acima é simétrica em relagao a recta
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y = t. Mais precisamente, seja ¢ < 0; se os valores yo da alinea ¢) e
to da alinea d) satisfazem yy = ¢ = ty, entao os graficos das solugoes
correspondentes podem ser obtidos um do outro por reflexao na recta
y = t. Isto é consequéncia da simetria da equacao diferencial: e ¥ dy =
e tdt. E por isso claro que se na alinea c¢) obtivémos o valor — log(e % —
1), na alinea d) tinhamos que obter o valor —log(e~" — 1).

5. Seja f : C — C, definida por
f(z) =72 = (x — i) = (2% — y°) — 2ixy.

Entao f,(2) = 22 — 2iy e —if,(2) = —i(—2y — 2ix) = —2x + 2iy. A equacdo
de Cauchy-Riemann, f, = —if,, é satisfeita para 2z = =22z A —2y = 2y,
ou seja apenas no ponto z = 0. Portanto, f apenas pode ser diferencidvel na
origem. Como f tem derivadas parciais continuas, f é de facto diferenciavel
em zero e f'(0) = f.(0) = 0.

6. 1% resolugdo. Seja log(re™) =logr+i6, parar > 0e -3 < § < 2. Entao
diz log z = % para z nao pertencente a parte positiva do eixo imaginario uniao
com zero. Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

1 :
/— dz =log1 —log(—1) = —log(le™"") = im.
z

Y

2° resolugdo. Como z — L ¢ analitica em C\ {0}, o Teorema de Cauchy

aplicado a regiao C\ {iy : y € R} } garante que podemos substituir o arco y
pela semi-circunferéncia de raio 1 centrada na origem no semiplano &z < 0.
Esta semi-circunferéncia pode ser parametrizada por e com 6 € [—,0]. Por

calculo directo,
1 o1 .
—dz = —1e” df = um.
N % _g €

7. Sabemos que

2 22
smz:z—a—l—g—ﬁ—l—...
para z € C, logo
sinz — z 1 1 23 2 (—1)nens
ST
26 313 blz T —~ (2n+1)!

para z € C\ {0}. Logo, zero é um pdlo de ordem 3 da fungao com residuo
1/5!. A func¢@o nao tem nenhuma outra singularidade para além de zero.
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1

8. Seja f : C\{—i,i} — C, definida por f(z) = (ZQ}LDQ = G

5. lem-se,

9(2) 1
7(2 — com ¢(z) = BT

A fungao g é holomorfa em C\ {—i}. Seja R > 1 e v um contorno fechado
formado pela uniao do segmento de recta que une —R e R com a semi-
circunferéncia centrada na origem no semiplano superior, descrita no sentido
directo. Pela Férmula Integral de Cauchy,

/f(z)dzz/ 9t2) dz = 2mig' (i) = 2mi {_L] _'zzm.%:g

f(z) =

(z — )2 (z41)3
Logo, 5
2" /_R flo)do+ /HR JE) )

O calculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +o00:

1

fed < [
/z|:R/\%z>O |z|=RAS2z>0 (R2 - 1)2
R
= (R;Tfl)? — 0 quando R — +o0.
Tomando o limite em ambos os membros de (*) quando R — 400, conclui-se
que [ Gripe dv = 5.
9.

a)

Os planos z e e*.

b)
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3
e*+e °

Os planos e* + ¢ e

e

O plano

e*+e”



