Analise Matematica IV
2¢ Exame - 2 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Duracao: 3 horas
Apresente os calculos
1. Sejam ge l € RT.

a) Determine a solugao da equacao Z—g = —gl?’% que verifica a condicao
inicial v(6y) = 70, com 7y # 0.

0 = &,
4 = —glsinf,

com condic¢ao inicial (6(0),~v(0)) = (6o,7) € R

Considere o sistema

b) O sistema tem uma e uma sé solugdo. Justifique.
Seja H : R* — R, definida por H (6, ) = 557 — gl cos .

c) Verifique que H é constante ao longo da solugao do sistema.

d) Mostre que existe c € R" tal que |y(t)| < ¢, para todo o t € R.

e) A solugao do sistema estd definida em R. Justifique. Sugestao: Basta
provar que ||(6,7)|| ndo tende para infinito em tempo finito.

f) Esboce o retrato de fase do sistema. Sugestao: Use a alinea c).

2. Sejam g e | € R'. Considere a funcdo H : R* — R, definida por
H(0,v) = %72 —glcosf, e n a forma-1 definida por n(0,~) = v df.

*a) Calcule dH e dn.
Seja u € R? e vy : R* — R?, definido por vy (6,7) = (l%% —glsin@).
*b) Verifique que dH (u) = dn(u, vy).
Verifique que dH (vy) = 0.

Considere o sistema <(6,v) = vy (0, 7), ou seja,

dt
0 = 5,
4 = —glsinb,

com condicdo inicial (6(0),7(0)) = (6p,7%) € R O sistema tem uma e
uma s6 solucao, e a solucao esta definida em IR. Designe-se a solucao do
sistema no instante ¢ por [0(0o,v0)(t),7(6o,70)(t)]. Para t € R, fixo mas
arbitrario, designe- -se também por (6,7v), : R*> — R? a funcio (g, ) —
[0(00,70)(t),7(00,70)(t)]. Pode-se provar que (6,7); é de classe C.
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O(v,0)¢ —1ed 0(v,0)¢ 0(,0) —

c) Verifique que 9(70.00) | ;g dt 9(70,00) — 0. Logo, 9(10,00) —

d) A fungao (6,7); é bijectiva, tem derivada injectiva e tem inversa continua.

Justifique.
Portanto, a funcdo (6,7); é uma parametrizacio de R

*e) Verifique que (0,7); dn = dn. Sugestao: Use a alinea c).
f) A funcao (0,~); preserva dreas. Justifique.

Seja © um dominio regular em R?.

*g) Usando o Teorema de Stokes, verifique que f(aﬁ)t o) = Joa 11



