Analise Matematica IV
2° Exame - 19 de Janeiro de 2007
LEBM, LEC, LEFT, LEGM e LMAC

Duracgao: 3 horas
Apresente os calculos

1. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por (1)
flx+iy) = +i(y + 2%
e calcule a sua derivada quando existir.
2. Seja f: C:— C, (2)
flo +iy) = u(z,y) +iv(z,y),
uma funcdo inteira e F' : R? — R? o campo vectorial associado a f:
F(z,y) = (u(z, y), v(z,y)).

Relacione o Jacobiano de I’ com a derivada de f. Seja S C R? um conjunto
compacto onde F' ¢ injectiva. Escreva ffF(S) du dv nas variaveis T e .

3. Seja f inteira, a € C,r >0en € N.

a) Calcule o desenvolvimento em série de Laurent de z — g(z) := (ZJZZ))H (1)
em torno de a.
b) Sem usar a férmula integral de Cauchy, a partir do resultado da alinea (2)

anterior calcule f|zfa|:7n g(2) dz. Justifique.

4. Seja a > 0. Calcule justificando e usando integrais de contorno (2.5)

2

X
———dz.
/R<x2+a2)2 )

5. Considere a equacao diferencial linear ordindria de 1* ordem

y — 1.
T
a) Esboce o seu campo de direcgoes e os gréficos das solugoes. (1)
b) Em que regides do plano sao (de)crescentes as solugdes? Onde ocorrem (1)

0s minimos e 0os maximos?
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c) Determine analiticamente a soluc¢ao que satisfaz y(xy) = yo, onde zq €

R\ {0}.

d) Calcule lim, o y(x) e lim,_,o ¢'(2).

6. Considere o sistema

ve [ 18] so-z]

a) Calcule e e a solucio do sistema.

b) Se z'(t) # 0, entdo a funcdo ¢t — z(t) admite inversa local x — t(z).
Mostre que -L{y(t(z))] = 14 L. Trace o retrato de fase do sistema.
Justifique.

7. Determine a solucao geral de

y// —y = —4€_t.

8. Seja f : [-m, 7] = R, definida por

joy={ 1 =<

(0 caso contrario.

a) Calcule a série de Fourier de f. Indique os cinco primeiros termos nao
nulos da série apresentando o resultado de forma simplificada.

b) Calcule
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