Andlise Matematica [V
1° Exame - 19 de Junho de 97
Civ., Fis. e Matem.

Resolugao

a) Sey —t=b, entdo 3 = e’. Por exemplo,

y—t=-2 = y =e?2

y—t=-1 = oy =el,

y—t=0 = ¢y =1,

y—t=1 = y =e,

y—t=2 = o =e
Yy

Campo de direcgoes e esboco das solugoes.

b) De y' = e~ tira-se, sucessivamente,

evy =e,
d,-y _ d, -t
€ " = @t >

SLy) _ (Lylto) — o=t _ ot

e Y —e W =¢t_gel,
y=—In(et —e ' 4 e ¥).
A solugao que verifica y(ty) = yo existe enquanto e * —e " +e ¥ > (.
Se ty > yo, entao e~ — e7¥ < 0; a solugao estd globalmente definida.
Se ty < yo, entao e~ — e7¥ > 0; a solugao existe para t < —In(e~% —
e~ ¥).
Se 4y = to, entdo a solucdo é a recta y = —Ilne™! = ¢.

c) A reflexdo de (¢,y) na recta y =t é o ponto (y,t).

Y
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2.

(t,y)

(to,yo)

_(yo,to) Sy,t)

t

Reflexao de pontos na recta y = t.

e 1" Método: Um ponto (t,y) pertence a solu¢do que passa por

a) Os

-t _ ,—to

(to,yo) sse e ¥ —e ¥ = e . Um ponto (¢,7) pertence a
solugao que passa por (yo, %) sse e ¥ —e % =e T —e % ou seja,
sse (7,t) pertence & solucdo que passa por (tg,%). Ou seja, um
ponto (¢,7) pertence & solugao que passa por (yo,tp) sse o ponto
simétrico em relagdo a recta y = t, (7,t), pertence a solu¢io que
passa por (to, Yo)-

2" Método: Suponhamos que o declive da solu¢do que passa no
ponto (t,y) é tan . Para as solugdes serem simétricas em rela¢ao
a recta y = t, o declive da solu¢do que passa em (y,t) deve ser
tan (% — a) = cota = tallla' Portanto, para as solugoes serem
simétricas, devem ser inversos os declives de pontos simétricos em
relacao a recta y = ¢t. Como o declive da solu¢ao que passa em
(t,y) é ev ', o declive da solugio que passa em (y,t) é e" ¥, e

el™Y = eyl_t, as solucoes sao simétricas em relagao a recta y = t.

valores préprios de A sdo as solucdes de A2 —tr A\ + det A =
A2 -2\ +2=0,ouseja, 1 £i=0.
142 0
0 1—4

A=

(1,1) é um vector préprio associado ao valor préprio 1+, e (—i,1) é
um vector préprio associado ao valor préprio 1 — 1.

1 —1

A matriz § = diagonaliza a matriz A.

1 1

7 1

AinversadeSéSlzé[_z. 1].

eAt

eAt

6At

Ats—l
[ ettt 0
- 0 6(17i)t
) eI+t o (=it so(1+i)t _ ;o(1-d)t 4| cost —sint
2 | _jeHit 4 jo(-i)t (i)t 4 o(1-i) sint  cost |’
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b) T _ At To ot xocpst—yosint '
Y Yo ZTosint + ypcost
o ) ) ¥ =x—y,
c) Substituindo z = 7 cos# e y = rsin 6 no sistema ,

Yy =r+Y,
{ r'cos@ —rsinf 6 = rcosf —rsinb,
r'sinf —rcos@6 = rcosf + rsinf.
quagao do sistema por cos 6, a segunda equagao por sin 6, e adicionando
os resultados, vem 7' = r. Finalmente, substituindo 7’ por r numa das
equacoes do sistema, conclui-se que 6’ = 1.
dr __ dr/dt _ r

6 — dgjar — 1T
660

dr __ : _ —
De % = r tira-se r = rqe

obtém-

Multiplicando a primeira e-

Y
-

- z

\_

Esbogo de 7 = rge?~% no plano (z,y).

3. Usaremos separacao de variaveis.
Vamos tentar determinar solugdes da forma u(z,y) = X (2)Y (y), ndo triviais,
de

Ugg + Uyy = 0, se (z,y) €]0,1[x]0, 1],
(x) =4 u(0,y) =u(l,y) =0, seye€[0,1],
u(z,0) =0, se z € [0, 1].

Substituindo u = XY em g, + uyy = 0, obtém-se X"Y 4+ XY" =0, ou seja,
X0 _ _Y"

X Y "
qu nao depende de y e YTH nao depende de z. Logo, qu = —Y7" = )\, onde A
¢ uma constante real. Ou seja, X" —AX =0e YY"+ \Y = 0.
De u(0,y) = u(l,y) = 0 tira-se que X(0)Y(y) = X(1)Y(y) = 0. Como
pretendemos funcoes u nao identicamente nulas, a fungao X devera verificar
X(0)=X(1)=0.
O sistema
X"—-)2X =0, se z €]0, 1],

{X@=Xm=m
admite solucdes nao triviais sse A = —n’7
miltiplos de X, = sin(nnz).
De u(z,0) = 0 tira-se que X ()Y (0) = 0. Como pretendemos fungées u nao

2 com n € N; as solugdes sio
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identicamente nulas, a fun¢ao Y deverd verificar Y (0) = 0.

A solugdo geral de Y, — n?7%Y,, = 0 é Y,,(y) = a, sinh(nwy) + by, cosh(nmy).
Como pretendemos Y,,(0) = 0, vem Y,,(y) = a, sinh(nmy).

As fungdes u,(z,y) = ¢, sin(nrzx) sinh(nry), n € N, sdo solugdes nao trivias
de (%) da forma u(z,y) = X(2)Y (y).

Formalmente, u(z,y) = 3. ¢, sin(nmz) sinh(nmy) é solugao de (x). Deter-
minemos as constantes ¢, de modo a que u,(z,1) = f(z), para 0 < z < 1.
uy(2,1) = 7% nwe, cosh(nm) sin(nrr) = 3.7 d, sin(n7z), se fizermos
d,, = nmcy, cosh(nm). Do estudo das Séries de Fourler sabemos que

S dysin(nmz) = f(x) se d, = 2f0 s) sin(nms) ds.

Conclunnos que, formalmente, u(zx,y) := + | Cn sm(nmc) smh(mry) é solu-

¢ao do problema do enuciado, desde que ¢, = s)sin(nms) ds.

- Wh(nﬂ') fo
Justificagao (opcional):

Vamos provar que a funcdo u, definida no dltimo paragrafo, é de classe C?,
e que as derivadas de v podem ser calculadas termo a termo. Uma vez pro-
vado isto segue-se que a funcao u é harmoénica. Note-se ainda que uma como
[ € C' (de facto, f € C?) a Série de Fourier de u,(-,1) converge uniforme-
mente para f(-).

Por simplicidade vamos provar que f € C° implica u € C°, deixando para o
leitor a prova de que f € C*! implica u € C*, e f € C? implica u € C?.

Da desigualdade de Bessel, pode concluir-se que Z;ro? d? < +o0, onde as
constantes d, sao, como acima, os coeficientes de Fourier de f.
Relembrando que d,, = nme, cosh(n), vem Y7 n?c2 cosh?(nm) < +oo0.

Ora, 3% |¢, sin(nrz) sinh(nry)| < 3772 |cn1| sinh(nm) gl
T2 |en] cosh(nm) < [32525 n2c2 cosh®(nm)]® [3o420 5] < +oo. Logo, a

=1 n2
série que define u converge uniformemente e u é cgntigua.
Se f é C! deve aplicar-se a desigualdade de Bessel aos coeficientes de f’
para provar que as séries de Fourier das primeiras derivadas de u convergem
uniformemente. Se f € C? deve aplicar-se a desigualdade de Bessel aos coe-
ficientes de Fourier f” provar que as séries de Fourier das segundas derivadas
de u convergem uniformemente.
Do resultado do paragrafo anterior, e do Teorema que afirma que “a conver-
géncia uniforme de g, para g e de g;, para h implica que g é diferencidvel
e ¢ = h,”pode concluir-se que u é C?, e que as derivadas de u podem ser
calculadas termo a termo.
Prova de unicidade de solugao:
Seja S = [0,1] x [0,1] e v a normal exterior a 0S. Note-se que uVu = 0 em
0S eulAu=0em S, porque Au=0em S.
0 = [,quVu-vdl = [[ div(uVu)dS = ffSuAudS—l—ffS\VuPdS
[[s|Vul|*dS. Logo, Vu =0 em S. Portanto u é constante. Como v = 0 em
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parte da fronteira de S, u = 0.
4.

a) Emr > 0e —7 < 0 < 7, a fun¢do z — +/z tem derivadas parciais
continuas em ordem a r e a 6 e satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann:
% z= —%599 z= ﬁeig; portanto é analitica.
Se r = 0, entdo a func¢do z — y/z ndo tem derivada parcial em ordem
a r, pelo que nao é analitica.
Em 7 > 0e 6 =7, a fun¢do z — /2 é descontinua; portanto nio é
analitica.

b) 2(f) = €, com —7 < 0 < 7, 6 uma parametrizacio da circunferéncia
de raio um, centrada na origem

Sz 1\/_dz = f NEC = [T eSie?dl = i [T &% df =

2 Z&
2
36

= 3 .

5.S5ejaz=re" comr>0e —m <0 <m elogz=Inr+if. A funcio log é
analiticaem r > 0 e —7 < # < m. E em particular analitica em |z — 2| < 1.
A férmula integral de Cauchy para a primeira derivada de f é

fl(a) = 55 = al=r ﬁdz Toma-se f(z) =logz,a=2er =1.
O valor do integral ¢ 2mi £logz| _, = 2mi § = mi.
6.
7=z 2=
AR
-1 1

Transforma-se a faixa num semi-disco.

— __-1
123—22+1 2 =274

e

Leva-se um dos pontos de interseccao da circunferéncia com o eixo dos x

para a origem. Inverte-se (z — 7). O ponto 0 é transformado em oo, 0

ponto 2 é transformado em %
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Zs = 24- 05 Zs

I
Mo

Desloca-se a regiao para a esquerda de modo a coincidir com o quarto
quadrante. A funcao z — 2? transforma um quadrante num semiplano.

~ . , 2 z_ 2
Compondo as transformagcdes acima obtém-se zg = (= ) =1(23)" =

T2/ T 1 \exy1
1 (ed—e3)2 _ 1 2
e2 —e 1 z
4( ) —4tanh 5-

e*+1 2
e% “+e~ %



