Analise Matematica IV
1° Exame - 4 de Janeiro de 2007
LEBM + LEC + LEFT + LEGM + LMAC

Resolucao

a)y'ZQt% = 2+Tm,cornm: Y. Note-se que m = 0 = y' = oo,
m=co=y =lm=-2=y=0m=1=y =3y =2"=

m = (m=—1oum=2).
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Campo de direccoes de y' = 1+ 2t/y.

— N

Esbogo dos graficos das solugoes de y' = 1 + 2t/y.

b) Multiplicando ambos os membros da equagao diferencial por y — 2t
obtém-se
M+ Ny = (y* — 4t*) + (2ty — y*)y' = 0.
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Esta equagao ¢ exacta porque M, = N, = 2y. Como R? ¢é simplesmente
conexo, (M, N) é gradiante, ou seja, existe ¢ tal que Vo = (¢, ¢,) =
(M, N). Obtém-se

¢r = y* — 4t ¢ =3 +ty> + i (y)
by = 2ty —y° ¢ =ty" — 3% + co(t)

4 1
So=—t+ty° — -~y + k.

3 3
A equacao diferencial pode ser escrita na forma
d
%ﬁb(ta y(t)) = ¢ + gy’ = 0 & (1, y(t)) = ko
& —4t3 4+ 3ty? — 3 = —c.
Esta equacao tem as solugoes y = —t e y = 2¢ quando ¢ = 0. Factori-

zando,
t+y)(2t—y)’ =c

- x Oz+1z" | [0 1
s=[o]=mim]-00]x
d) O polinémio caracteristico de A é \2 —trAX +detA =X -\ -2 =

(A+1)(A=2). O vector [1 — 1]* é préprio associado ao valor préprio
—1, e o vector [1 2]” é préprio associado ao valor préprio 2. Logo,

A= SAS™,
_ 1 1] 1 1]2 -1
S‘[—1 2}’ S _5[1 1]'
Portanto,

1 11 et 0 2 -1
At _ g Atg-1 _ *
st =g [T

T 3| —2et42e* et 42 |
Esta matriz et é uma matriz Wronskiana. A solucao do sistema com
condigao inicial X (0) = [zq Zo]” é

com

zo(2e " + €*) + o(—e "t + e*) }

1
_ At _ 1
X(t) = e7X(0) 3 [ To(—2e7t + 2e*) + ip(e™t + 2e*)
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e) Pela derivada da fun¢do composta,

d ., _d dt "  2z+4a
@t tan) = S0 -Bre

X — =
de ' il
Esta é a equacao diferencial da alinea a),

dy 2t+y
a  y
com z' no lugar de y, e x no lugar de t.

Se ' é positivo, entdo x é crescente; se x’ é negativo, entdo x é decres-
cente:

vpb_
Ay

-2
Retrato de fase do sistema.

a) Vamos usar separagiao de varidveis e procurar solugdes da forma

u(z,y) = X(@)Y (y).

Substituindo na equacao diferencial,

X" Y” X"+AX =0
" " __ S !
XY + XY —0,ouX— % )"OU{Y”—/\YZO_

Por outro lado, de u(0,y) = u(a,y) = 0 tira-se que X (0) = X (a) = 0.
Sabemos das aulas que

. = n2z?
_X/I = )\X’ n — g2 . .
X(0)=X(a) =0, < Xn;x%_ G sin (222)
X #0, cn # 0,

n=123,....
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b)

Facilmente se conclui que a equagdo Y,' — A,Y,, = 0 conduz a

Y, (y) = o, cosh (%) + B, sinh (?) )

Agora de uy(z,0) = 0 tira-se Y, (0) = 0, o que implica 8, = 0. Assim,

nmx nmy

un(z,y) = Xn(2)Y,(y) = ay sin (T) cosh (T> ,n=1,23,....

Somando estas solucées obtemos uma solucao formal da equacao de
Laplace com as condigoes fronteira especificadas na base do rectangulo
[0, a] x [0, b], assim como nos lados esquerdo e direito:

u(z,y) = ian sin (?) cosh (?) . (%)

Finalmente, de u,(x,b) = f(z) conclui-se que devemos ter

[an%” sinh (”—”b” sin (?) = f(z).  (+%)

a

M8

n=1

Estendendo f como funcdo impar ao intervalo [—a, a| e expandindo a
extensao de f em série de Fourier, obtém-se

2 a
ann—ﬁsinh (n_7rb> = —/ f(z)sin (@) dz,
a a aJo a

ou seja,

2 @ . /nTT
n = W/O f(z)sin (T> dz, (% * %)

paran =1,2,3,.... Asolugaode (P) é dada por (*) com os coeficientes
a, definidos por (k * *)
De (x*) com f(z) = sin (22£), tira-se que

2 27h
0,2—71- sinh (i) =1
a a

e que os restantes a,’s sdo zero. Assim,

(z.1) a o (27r:c> cosh (27ry>
u(x = 1n —2Z .
Y 27 sinh (%) a a
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3.
a) Sabemos que a funcdo f ndo estd definida em 0 e ndo é diferencidvel
em S :=]| — 00,0[. Como
w o 1 1
72 = — w = — = — -
w—+1 z—1 z—=1’

a funcao g nao estd definida em 0 e nao é diferencidvel na imagem de
S por z— —1 — .

z—1

B P 2
Os planos —— e —-%5.

Conclusao: a fun¢ao g é holomorfa em C\ [—1,0].

b)
/ logzdz = lim =2 logzdz
|z|=2 =0t |arg 2| <m—€
2¢i(m =€)
= 1l 1 —
€—I>Ig£_(z ng Z) 2e—i(m—¢)
= lim [2/™ 9 (log2 4 i(m — €) — 1)
e—0t
—2¢ ™ (log2 — i(m — €) — 1)]
= —2(log2+im —1)+2(log2 —ir — 1)
—473.
d w _ d 1 _ 1
c) Como Lo =L (1~ o5) = i

/|_21og(wL+l) dw = wlog(ﬁlﬂj—/ w L dw

w|=2
- _ _1
= / il dw

jwi=2

= =2m.
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d) Tem-se %5 =1— 5.

: w Ew+1

Os planos w, w + 1.
1 1
w+1 w+1

—2 6:}3 2
1
Os planos ? e -

As duas circunferéncias sao descritas no sentido inverso.

O plano %5. A circunferéncia é descrita no sentido inverso.

e) le|=2 log(w—ﬂ) dw = —f|zf4/3‘:2/3 logzﬁ dz = —2mil logz|
—2mil| _—_ = —2mi. A primeira igualdade resulta de ‘fi—’;’ = 4(- 1 -
L) = o= 1)2 e da circunferéncia |z —4/3| = 2/3 ser descrita no sentido
inverso. A segunda igualdade resulta da Férmula Integral de Cauchy.

f) A funcaow — log(w“jrl) é holomorfa em C\ [—1, 0], pelo que o Teorema
de Cauchy implica que f log( ) dw = £27i se v é homotdpica em
C\[-1,0] a (:1rcunferen(:1a centrada na origem de raio 2 descrita no
sentido inverso (directo), e é igual a 0 se v é homotdpica a um ponto.

g) Para [z — 1] < 1,

Flogz =1 = 5 =1-(+)+(E-1)?-(-1)0°+...,
logz = (z—1)— G52 G oDty
1 _ 1 1 -1 —1)2
(Z(ig1§2 - E_i‘i‘%_%ﬁ-

O desenvolvimento em série de Laurent permite concluir que o ponto 1
¢ um poélo de primeira ordem com residuo igual a 1.



