Analise Matematica IV
1° Exame - 5 de Janeiro de 2006

LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

Resolucao
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Campo de direccoes de vy =y + 1.

Esbocgo dos gréficos das solugoes de y' =y + 1.
b) 1° resolugdo (encarando a equagdo como linear). Um factor de inte-
gragao é u(t) = eJ(=Ddt — o=t Multiplicando ambos os membros da
equagao diferencial por u,

ety — ety = e,
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ou d
Loty — ot
ley)=e.

Integrando ambos os membros entre g e t,
e ty(t) — e y(ty) = —e Tt Fe ™,

Donde,
y(t) = (y(to) + e — 1.

2* resolugdo (encarando a equagdo como separdvel). A funcao y(t) =
—1 ¢é solugao da equacao diferencial. Pela unicidade de solucao, ou a
funcao y ¢é identicamente —1, ou entao nunca é igual a —1. Neste caso,

/

y :1
y+1

Integrando ambos os membros entre g e t,

y(t) +1
ST =t — .
y(to) + 1
Como os graficos das solugoes nao cruzam a recta y = —1, novamente

devido a unicidade de solugao, y(ty) < —1 = y(t) < —1 e y(to) >
—1 = y(t) > —1. Podemos entdo tirar o médulo na igualdade acima:

y(t) +1
log | ———— | =1t —t.
; (y(to) 1 ’
Tomando a exponencial de ambos os membros,
y(t) + 1= (y(to) + 1)e'".

Acontece que esta expressao também é vélida para y(tg) = —1. Logo,

y(t) = (y(to) + 1)e"™ — 1.

Trata-se de uma equacao linear homogénea de segunda ordem com co-
eficientes constantes pelo que vamos procurar solugoes da forma y(t) =
e'. Substituindo na equacao diferencial e dividindo por e'?,

P42 —8=0%« (r—2)(r+4)=0.
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b)

A solucao geral da equagao diferencial é
y(t) = cre™™ + coe®.

Para que sejam satisfeitas as condigoes iniciais, c1+cy = 1 e —4c14+2co =
2. Este sistema conduz a ¢; = 0 e co = 1. A solugdao que satisfaz as
condigoes iniciais dadas é y(t) = e

Fazendo z1 =y e o = v/,

l"l . O 1 T

l"g N g8 —2 i) ’
que é da forma © = Az. O polindmio caracteristico de A é p(\) =
A2 —trAX+det A = A2 +2)—8, pelo que A tem valores préprios —4 e
2. Resolvendo a equagao (A + 41)v = 0 conclui-se que vy := _i } é

um vector préprio associado ao valor préprio —4 e resolvendo a equacao

5 é um vector préprio associado

ao valor proprio 2. Considerando a matriz

S:[vlvg]:{_}l ;]

112 -1
-1_ *
=gt

(A—21I)v = 0 conclui-se que vy := [ !

que tem inversa

tem-se que
A= SAS™,
com
—4 0
A_[ ! 2}.
Portanto,
—4t
et = SeAtS_1:S{e 0 629}5-1

1 26_4t +4e2t _e—4t _'_ e2t
6| —8e % 4 8e2 4o 4 Qe

Como z(t) = eMxy = et [ ; } ,

y(t) = z1(t) = %[(2@‘“ +4e?) + 2(—eH 4 ¢2)] = e,

o que confirma o resultado da alinea a).
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3. Vamos procurar solugoes de u; = u,, da forma u(z,t) = X (x)T'(t). Subs-
tituindo na equacao diferencial, XT" = X"T, ou TT/ = XTH Conclui-se que
ambos os membros da tltima igualdade sao uma mesma constante, constante
essa que designaremos por —\. Tem-se X" + AX =0e 7" = —\T. Das con-
digbes fronteira para u, u,(0,t) = X'(0)T(t) = 0 e u,(m,t) = X'(7)T(t) = 0.
Uma vez que nao queremos 7'(t) = 0 (porque isso conduziria a u(z,t) = 0),
tiramos X’(0) = X'(7) = 0. As solugbes nao nulas de

X'+XX =0,em0<2x<m,
X'(0) = X'(m) =0,

podem ser indexadas em n € Nj:

)\ o n272r2 . n2
n - T - )
{ Xn(z) = ¢, cos(nx),
onde 0s ¢,’s sao constantes. Agora a equacao T" = —n?T, conduz a T'(t) =
dne_"2t, onde os d,’s sao constantes. Fazendo o produto de X, por T,

obtém-se
2
up(z,t) = ape™ ™ " cos(nx),

com a, = c,d,. Cada uma destas funcoes u,, satisfaz a equagao diferencial
com as condigoes fronteiras impostas, logo

+00
u(z,t) = Z ane”™" cos(nx)
n=0

¢ também uma solucao formal da equacao diferencial com as condigoes fron-
teiras impostas. Para satisfazer a condicao inicial vamos impor que

u(z,0) = Z a, cos(nx) = cos(2z) — 3 cos(4x).

n=0

Pelo facto de as fungoes  — cos(nz) serem ortogonais em L2?(—m, ), tira-se
que as = 1, ay = —3, sendo todos os restantes a,,’s nulos. Substituindo na
expressao para u(x,t),

u(z,t) = e * cos(2z) — 3e % cos(4x).

Verifica-se facilmente que esta é uma solucao da equagao diferencial com as
condigoes fronteira e iniciais dadas.
Observagao. Usando o método da energia pode provar-se unicidade.
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+ Z ay cos(nx) + by, sin(nx)],
=1

_ % /_ : F(x) cos(nz) dz
_ % /_ : F(x) sin(nz) dz

Como a fungao f é impar, todos os a,,’s sao nulos e

%
2

com

2

s 2 4
= — 1 = —|— 1 — n
by, 77/0 7sin(nx) dx n[ cos(nm) + 1] { 0

se n € impar
se n é par

Para 0 < |z| <,

fz) =4

[sin(x) o) | ) | } ,

onde a série do segundo membro converge pontualmente. Para x = 0, a soma
da série vale 0 enquanto f(0) = m. Também para z = +7 a soma da série
vale 0 enquanto f(—n) = —mn, f(7) =

5. Seja f : C — C, definida por f(z) = €* = '®*W) = =¥ onde z = z+1y.
Entao f.(z) =ie** e f,(z) = —e”®. Como f tem derivadas parciais continuas
e as derivadas satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann, f, = —if,, a
funcao f ¢ diferencidvel. A sua derivada é f'(z) = f.(z) = ie**

z+1 2
6. :—1—’_:.

Os planos z e z — 1.
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1 2
Os planos = e —=.

O plano 1 + %

7.
1 1 1 1 /2\" 2 2" z
L () - S0 Sl <o
n=0 n=0
1 1 1 ITex/3\" = 3" 3
2—3:;(1—3/,2):;;(;) =Z::Zn+1para‘;’<l<:>|z|>3.

el? el?

8. Seja f : C\ {—2i,2i} — C, definida por f(z) = eyl ey e 8
Tem-se,

_ 9() _ e
f(z) = S g com 9(2) = 1 20)

A fungao g é holomorfa em C\ {—2i}. Seja R > 2 e v um contorno fechado
formado pela uniao do segmento de recta que une —R e R com a semi-
circunferéncia centrada na origem no semiplano superior, descrita no sentido



Resolucao do exame de AMIV - 5.01.06 7

directo. Pela Formula Integral de Cauchy;,
PN
f(2)dz = 2mig(2i) = 3¢
”

Logo, .
T2 — x)d z)dz. (x
i ‘[Rﬂ) x+/;ﬂmwmﬂ> ()

Como €| = || = e < 1 paray = Sz > 0, o cdlculo seguinte mostra
que o integral ao longo da semi-circunferéncia tende para zero quando R —
+00:

IA

1
———|dz
/|z|:R/\%z>0 (R2 - 4)‘ ‘

R
- Mt quando R — +o0.

(R? —4)

/Z:RA%O f(2)dz

Tomando o limite em ambos os membros de (x) quando R — +00, conclui-se

“+00 i _ . .
que [ Gy dr = e ?. Finalmente, tomando as partes reais, [ % dv =
2

s
2

m
26

9. A fungdo f tem uma singularidade removivel na origem porque
lim, o[zf(2)] = 0. Logo a extensao, f, de f a C,

o - { {0 e 2 40,

lim, o f(z) sez=0,

¢ inteira. A extensdo ¢ também limitada porque f ¢é limitada. Pelo Teorema
de Liouville, f é constante. Conclui-se que f é constante em C \ {0}.



