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Apresente os cálculos

1. Sejam a e b > 0. Seja ψ : IR2 → IR, definida por ψ(u, v) = 1
2

(
u2

a2 + v2

b2

)
, e

E = {(u, v) ∈ IR2 : ψ(u, v) = 1
2
}, com a orientação induzida pela parametri-

zação g :]0, 2π[→ IR2, definida por g(θ) = (a cos θ, b sin θ).

*a) Mostre que g?(∇ψ)?
(
−y dx+x dy

x2+y2

)
= ab

b2 cos2 θ+a2 sin2 θ
dθ. (2)

Fazendo c = b
a
, obtém-se ab

b2 cos2 θ+a2 sin2 θ
dθ = 2c

c2+1
1

1+ c2−1

c2+1
cos(2θ)

dθ.

b) Seja d ∈ IR, |d| < 1. Usando o Teorema dos reśıduos, mostre que (2.5)∫ 2π

0
1

1+d cos(2θ)
dθ = 2π√

1−d2 .

*c) Usando o resultado das aĺıneas anteriores, calcule i =
∫

E
(∇ψ)?

(
−y dx+x dy

x2+y2

)
. (1.5)

*d) Interpretando i em termos do número de rotação, confirme o valor que (1)

obteve na aĺınea anterior.
e) Seja D = C \ {z ∈ C : Im z = 0 e |Re z | ≥ 1}. Mostre que se pode (2)

definir
√
· de modo a que a função f : D → C, definida por f(z) =√

1− z2, seja anaĺıtica e f(0) = 1. Sugestão: Calcule a imagem de D
por z 7→ (1− z2).

f) A fórmula
∫ 2π

0
1

1+z cos(2θ)
dθ = 2π√

1−z2 é válida em D? Justifique. (1)

2.

a) Esboce o campo de direcções e as soluções da equação diferencial dy
dx

= (2)
−2x+3y

y
.

b) Seja v = y
x
. Determine uma equação diferencial para v, resolva-a e de- (2)

termine, de forma impĺıcita, as soluções da equação da aĺınea anterior.

c) Seja A =

[
0 1

−2 3

]
. Determine eAt. (2.5)

Considere o sistema d
dt

[
x
y

]
= A

[
x
y

]
. Sejam x0 e y0 ∈ IR. Determine

explicitamente a solução do sistema que verifica

[
x
y

]
(0) =

[
x0

y0

]
.
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d) Esboce o retrato de fase do sistema. (1)
e) Seja (x, y) uma solução do sistema. Determine para x uma equação (1.5)

diferencial de segunda ordem, linear e homogénea.
Qual a solução dessa equação que verifica x(0) = x0 e x′(0) = y0?
Esboce as soluções que verificam x(0) = 0. Sugestão: Use a aĺınea
anterior.

f) Considere a equação z′ = −4x + 6
√
z, com condição inicial z(x0) = 0. (1)

O Teorema de Picard garante unicidade de solução? Justifique.
Para cada x0 ∈ IR, determine o número de soluções da equação. Su-
gestão: Faça uma mudança de variáveis.


