Analise Matematica IV
4 de Janeiro de 2007
LEBM + LEC + LEFT + LEGM + LMAC

2° Teste — Perguntas 1, 2 e 3g) — 90 minutos
1° Exame — Todas as perguntas — 3 horas

Apresente os calculos

1. Considere a equacao diferencial ordinaria de 1* ordem 2t +y — yy' = 0.

a) Esboce o seu campo de direcgoes e os gréficos das solugoes. (2)
b) Verifique que y — 2t é factor integrante. Resolva a equacdo diferencial. ~ (1.5)
De preferéncia, apresente o resultado numa forma factorizada de modo
a que fiquem claras duas solugoes particulares.

Considere agora a equacao diferencial ordindria de 2* ordem z” — 2’ — 22 = 0.

c) Escreva a equacdo na forma de um sistema de primeira ordem, X =  (0.5)
AX, com X = {I}
&
d) Calcule e?* e a solucio do sistema X = AX tal que X(0) = [zq 2o]”. (2)
Caso nao tenha resolvido a alinea c) tome A = [ 2 3 .
e) Se 2'(t) # 0, entao a funcdo t — x(t) admite inversa local x — t(x).  (0.5)

Mostre que ZL[z'(t(z))] = 2"”3;—*,“" Portanto, as trajectdrias do retrato
de fase do sistema correspondem aos graficos das solucoes da equacao
diferencial ordindria da alinea a). Indique os sentidos em que essas
trajectorias sao percorridas.

2. Sejam a,b > 0, e f € C?0,d] tal que f(0) = f(a) = 0. Considere o
problema (P),

Uz (2,Y) + Uyy(z,y) =0 se (z,y) € ]0,a[x]0, 0],
u(0,y) = u(a,y) =0 se y €

[0, ],
(P) uy(x,0) =0 se z € [0, qal,
uy(z,b) = f(x) se z € [0, al.

a) Determine a solugao de (P). (2)

b) Particularize a resposta & alinea anterior para f(z) = sin(22). (0.5)

a
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3. Considere a funcao logaritmo principal, z — f(z) = log z.

a)

b)

c)
d)

e)
£)

g)

Analise a diferenciabilidade de w +— g(w) = log(wLﬂ): Fazendo z =

wLH, escreva w em termos de z e determine geometricamente a imagem

no plano w do conjunto onde o logaritmo principal nao é diferenciavel.

Calcule f‘z|:2 logzdz = limH0+f| |zi:2 log zdz usando o Teorema
arg Z|<7W—¢€

Fundamental do Célculo.

Calcule f|w|:2 log(wLH) dw usando integragao por partes.
Calcule a imagem da circunferéncia centrada na origem de raio 2, des-

crita no sentido directo, por w — —“—.
w41

Calcule f|w|:2 1og(wLH) dw usando a substituicao z = 5 e a Formula

Integral de Cauchy, confirmando o resultado da alinea c).

(Quais os possiveis valores de fv 1og(wi+l) dw ao longo de curvas simples

fechadas v contidas na regiao de holomorfia da funcao integranda?

) L. |
Calcule o desenvolvimento em série de Laurent de 2z — f%)z em torno

de z = 1. Classifique esta singularidade e calcule o residuo respectivo.

(1.5)

(2)

(2)
(1.5)



