
An�alise Matem�atica IV
4 de Janeiro de 2007

LEBM + LEC + LEFT + LEGM + LMAC

2o Teste � Perguntas 1, 2 e 3g) � 90 minutos
1o Exame � Todas as perguntas � 3 horas

Apresente os c�alculos

1. Considere a equa�c~ao diferencial ordin�aria de 1a ordem 2t+ y � yy0 = 0.

a) Esboce o seu campo de direc�c~oes e os gr�a�cos das solu�c~oes. (2)
b) Veri�que que y � 2t �e factor integrante. Resolva a equa�c~ao diferencial. (1.5)

De preferência, apresente o resultado numa forma factorizada de modo
a que �quem claras duas solu�c~oes particulares.

Considere agora a equa�c~ao diferencial ordin�aria de 2a ordem x00�x0�2x = 0.

c) Escreva a equa�c~ao na forma de um sistema de primeira ordem, _X = (0.5)

AX, com X =

�
x

_x

�
.

d) Calcule eAt e a solu�c~ao do sistema _X = AX tal que X(0) = [x0 _x0]
T . (2)

Caso n~ao tenha resolvido a al��nea c) tome A =

�
0 2
4 2

�
.

e) Se x0(t) 6= 0, ent~ao a fun�c~ao t 7! x(t) admite inversa local x 7! t(x). (0.5)
Mostre que d

dx
[x0(t(x))] = 2x+x0

x0 . Portanto, as traject�orias do retrato
de fase do sistema correspondem aos gr�a�cos das solu�c~oes da equa�c~ao
diferencial ordin�aria da al��nea a). Indique os sentidos em que essas
traject�orias s~ao percorridas.

2. Sejam a; b > 0, e f 2 C2[0; a] tal que f(0) = f(a) = 0. Considere o
problema (P),

(P)

8>><
>>:

uxx(x; y) + uyy(x; y) = 0 se (x; y) 2 ]0; a[�]0; b[;
u(0; y) = u(a; y) = 0 se y 2 [0; b];
uy(x; 0) = 0 se x 2 [0; a];
uy(x; b) = f(x) se x 2 [0; a]:

a) Determine a solu�c~ao de (P). (2)
b) Particularize a resposta �a al��nea anterior para f(x) = sin

�
2�x
a

�
. (0.5)
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3. Considere a fun�c~ao logaritmo principal, z 7! f(z) = log z.

a) Analise a diferenciabilidade de w 7! g(w) = log
�

w
w+1

�
: Fazendo z = (1.5)

w
w+1

, escreva w em termos de z e determine geometricamente a imagem
no plano w do conjunto onde o logaritmo principal n~ao �e diferenci�avel.

b) Calcule
R
jzj=2

log z dz = lim�!0+
R

jzj=2

jarg zj<���
log z dz usando o Teorema (2)

Fundamental do C�alculo.
c) Calcule

R
jwj=2

log
�

w
w+1

�
dw usando integra�c~ao por partes. (2)

d) Calcule a imagem da circunferência centrada na origem de raio 2, des- (1.5)

crita no sentido directo, por w 7! w
w+1

.

e) Calcule
R
jwj=2

log
�

w
w+1

�
dw usando a substitui�c~ao z = w

w+1
e a F�ormula (2)

Integral de Cauchy, con�rmando o resultado da al��nea c).
f) Quais os poss��veis valores de

R

log
�

w
w+1

�
dw ao longo de curvas simples (1)

fechadas  contidas na regi~ao de holomor�a da fun�c~ao integranda?
g) Calcule o desenvolvimento em s�erie de Laurent de z 7! log z

(z�1)2
em torno (1)

de z = 1. Classi�que esta singularidade e calcule o res��duo respectivo.


