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Assinalam-se com * as perguntas que pressupoem o conhecimento
de formas diferenciais.

Incluem-se graficos complementares, que tornam a leitura mais
agradavel e contribuem para acentuar a componente geométrica
das questoes. Estes graficos nao foram requeridos, nem sao neces-
sarios a resolucao dos problemas.

Este texto esta disponivel em
http://www.math.ist.utl.pt /~pgirao/amiv/



Analise Matematica IV
1° Teste - 4 de Maio de 96
Fis. e Matem.

Duracgao: 90 min. + 20 min. de tol.
Apresente os calculos

1. Seja f: C\ {0} — C, definida por f(z) = —i/z. Escrevemos z = x + iy,
comzey € R e f(r+1y) = Fi(z,y) + iF(z,y), com Fy e F, campos
escalares reais.

a) Determine Fj e F5.

b) Verifique que f[f(z)] = —z, ou seja, que fo f = —id.

¢) Seja b € R\ {0}. Determine a imagem da recta {z € C: Rez = %}
por —f.

d) Suponha que g é analitica, g(x + 1y) = u(x,y) + iv(z,y), com u e
v campos escalares reais. Seja G = (u,v). Verifique que |¢'(2)|* =
det DG(z,y).

e) Seja F' = (Fy, Fy). Aplique o resultado da alinea anterior a g = f para
obter det DF (z,y) = —|(f)(2)|* = —#.

*2. Seja C' = {(z,y) € R* : 22 + y* = 1}, com orientagao o, definida por
o(x,y) = —ydr+zdy. Seja g :)0,27[— R?, definida por g(f) = (cos 6, sin 6).

a) Como sabe, [,0= [ 0-0dse [ 0= [ ) g*o. Calcule directamente
fco -ods e fg,l(c) gro.

Seja Q um dominio regular em R? e ¢ : O — R? uma funcao de classe C2.
Designamos ¢ por (¢, ¢.,).

b) Verifique que [H%H]*O = o [0l

o2
s [ e 17 b gdu o bu g b by 1
Sugestao: [||¢||] 0 = —qan e T nen en Oras dygy = 1 40w +
g 1 1N 1
Pu digy € drgn = gy 490 + G dygyy- Nao caleule dygy.
* _ vd u ud v — d(E xd
Portanto, [H%H] (—ydr+xdy) = —Ov doutdu ddy é@% Ov — * (7%24:;2 y).

2 +y2

c) Verifique que d [qb* <w>} =0.

Suponha que ¢ nao se anula sobre 9. Seja i = [, 00 W, onde 02
tem orientacao o, induzida por n, a normal unitaria exterior a §2.
d) Se i # 0, entao ¢ = 0 para algum ponto de Q. Justifique.
Sugestao: Use o Teorema de Stokes.

e) Interprete i em termos do nimero de rotagao. Justifique.



Teste de AMIV - 4.5.96 2

Suponha agora que ¢ = Vi, onde ¥ : Q — R é uma funcao de classe C?,
e ¢ = ¢ é uma representacao cartesiana de 02, para um certo ¢ € R. A

N _
curvatura de 92 é k = n*o - 0.

f) Calcule k em termos das derivadas de .



a)

b)
c)

d)
e)

b)

Analise Matematica IV
1° Teste - 4 de Maio de 96
Fis. e Matem.

Resolucao
fly=-t=-tp =—SEf =0
(Fi(z,y), Fa(z,y)) = (?Cziym—zz%yz)-
G = F(-8) = g = ==

i0

Se z = re, entao L = %eie. Sabemos também que uma transformagao
linear fraccmnarla transforma “circunferéncias”’em “circunferéncias.”A
imagem da recta Re z = % por % ¢ uma circunferéncia. A circunferéncia
passa por zero e 2b, e é simétrica em relacao ao eixo dos x. A imagem
da recta Re z = % por % é obtida rodando esta circunferéncia em torno
da origem, no sentido directo, 5 radianos.

Y

2b

T T

A imagem da recta Rez = ﬁ por

SUES

q(2) = uz + v, |9 (2)]* = w2 + 02 = uyv, — vyu, = det DG(z,y).

Se g = f, entdo G = (u,v) = (F1, —F,), pelo que det DG(x,y) = —det
DF(x,y).

Note-se que f é analitica, ja que f(z) = L. Entao |(f)'(2)]* = |¢'(2)|* =
det DG(x, y) = —det DF(x,y).

Como g(2) =~ /(:)1 = .

Joo-0ds= [ (y*+2*)ds = [,1ds = 2m.
Sy 970 = fozw(— sin 0 d cos f+cos 0 dsin ) = f()27r(si1r12 0 df+cos? 0 df) =
JZT1do = 2.

o |5 ¢>v bu o
[||¢||] 0= "ol d\\¢\\+\\¢\\ el —
Tt A = - (& ¢vd¢“+¢ud¢v>

bu 1 bu
d¢u G dg + 15 Ao +
5 - [¢%0].

3



Resolucao do teste de AMIV - 4.5.96 2

c)

d)

e)

f)

Como ¢ é de classe C?, d [¢* (Lﬂgd@")} o*d < yd“xdy) = ¢*0 =

z2+y z24y?
0.
Se ¢ nunca se anula em €2, entao w = W é uma forma fechada
em . Pelo Teorema de Stokes, i = [,,w = [[,dw = 0. (Se ¢ se anula
em €, entdo w nao estd definida em .)
Seja « : [a,b] — R? uma parametrizagao de uma componente de OS2

/ * .
compativel com o (isto é, tal que <m> = o0o«a). (Nota: em rigor,

a|jqp[ ¢ uma parametrizacdo da componente em causa de 9§2 com um

ponto removido.) i = [} o =2elbutbudbn b ~(duca) diguc)t(bu0a)diguco)

= f¢(8ﬂ) %ﬁﬁd@’, pela definicao de integral de linha, ja que poa é um
caminho cujo contradominio é ¢(952).

i é o produto de 27 pelo nimero de rotagao de ¢(952) em torno de zero.
Designamos V1) por (1y,,). (Nota: Assim, indices em 1) designam
derivadas parciais, enquanto indices em ¢ designam componentes.)
H&éll’ 0= va” du + lel dv. Vamos supor que esta ¢ a normal
exterior. Se for a interior numa componente conexa de 02, substitui-se
1) por — nessa componente.

Da alinea b), n*o = W(—;@v Aty + Vydidy)
- 14 w ( ¢U¢uu du — wkuv dv + ¢uwvu du + wuwvv dU)
o

w'u wuu —2wuwv w'LL’U +wuw'u’u
NI '

n =




Analise Matematica IV
1° Teste - 4 de Maio de 96
Fis. e Matem.

Graficos Complementares

Re f(z)=%

Re f(z)=—7F

A imagem das rectas Re z = ﬁ por
_ 1 111

para b= —2, —]_, 9y T A4 1le?2.






Analise Matematica IV
20 de Junho de 96
Fis. e Matem.

2° Teste — Grupo 2 — 90 minutos
1° Exame — Grupos 1e2 — 3 horas

Apresente os calculos

1. Sejam a e b > 0. Seja ¢ : R? — R, definida por 1 (u,v) = % <Z—§ + Z—j), e
E = {(u,v) € R? : ¢(u,v) = 3}, com a orienta¢ao induzida pela parametri-
zacao g :]0, 2rr[— R?, definida por g(#) = (acosb,bsin0).

* * * [ —ydxtaxdy \ __ ab
a) Mostre que g*(V)) < a ) = Foozozans 40 (2)
Fazendo ¢ = &, obtém-se ab dp = 2 L do
a’ b2 cos2 0+a? sin® 0 ’

2 71
ci+l 1+’;2ﬁ cos(20)

b) Seja d € R, |d| < 1. Usando o Teorema dos residuos, mostre que  (2.5)
2m 1 _ 27
Jo" Traeomn ¥ =

*c) Usando o resultado das alineas anteriores, calcule i = [,(Vi)* <%Z§dy>. (1.5)

*d) Interpretando ¢ em termos do nimero de rotagao, confirme o valor que (1)
obteve na alinea anterior.
e) Seja D =C\{z€ C:Imz=0¢e|Rez| > 1}. Mostre que se pode (2)
definir /- de modo a que a fungao f : D — C, definida por f(z) =
V1 — 22 seja analitica e f(0) = 1. Sugestao: Calcule a imagem de D
por z — (1 — 22).

f) A formula [i7 ot df = 22 é vilida em D? Justifique. (1)
2.
a) Esboce o campo de direcgoes e as solugoes da equagao diferencial % = (2)
—2z+3y
==,
b) Seja v = £. Determine uma equagao diferencial para v, resolva-a e de- (2)
termine, de forma implicita, as solugoes da equacao da alinea anterior.
. 1 .
c) Seja A = { _g 5 } Determine e/, (2.5)
Considere o sistema % [ . } =A { o } Sejam xg e 1o € R. Determine
Y Yy
explicitamente a solucao do sistema que verifica [ z (0) = ZO }
0

7



Exame de AMIV - 20.6.96 2

d) Esboce o retrato de fase do sistema.

e) Seja (x,y) uma solucao do sistema. Determine para r uma equacao
diferencial de segunda ordem, linear e homogénea.
Qual a solugao dessa equagao que verifica z(0) = zg e 2/(0) = yo?
Esboce as solugbes que verificam x(0) = 0. Sugestao: Use a alinea
anterior.

f) Considere a equagao 2z’ = —4x + 64/z, com condigao inicial z(xy) = 0.
O Teorema de Picard garante unicidade de solucao? Justifique.
Para cada z¢ € R, determine o niimero de solucoes da equacao. Suges-
tao: Faca uma mudanca de variaveis.



Analise Matematica IV
1° Exame - 20 de Junho de 96
Fis. e Matem.

Resolucao

a) Vo(u,v) = (35, 3). Vo(9(0)) = (<22, 52).

sin 6 sin 0 cos 0 (cos O
ydr+xdy \ __ —ydotady\ _ — o (—TEE)dO+ 22 (P 2)do
g (V¢) ( z2+y > - (V¢Og> ( m2+y2 > - cz;20+si22a9 —
5 do.

b2 cos? 6+a2 sin?

b) f27r 1 d(9— A 1 d_’y: 21 1 d’7

0 1+4dcos(20) 0 1+4dcosvy 2 0 l+d005'y
— i'Y A _ 1 _ — et
Fazendo z = e, obtém-se l2|=1 THd(z+2-1)/2 iz _ id f —1 22+2z/d+1
R RV —1—\/1 2 .
id f l2l=1 —21)(z—22)° Onde = yi e 29 = —5——. Note-se que
2179 =1ez+29= pelo que |z1| < 1 e |z > 1. Pelo Teorema dos
1 _ 2 1 _ 2
Residuos, o mtegral Vale 27”2[12 —, = 2miy TAE S ViE
c) Sejad= 22;1. Note-se que |d| < 1.

« [ —ydz+xdy\ __ * x [ —ydetzdy _ 27 .
fE(V,[?D) < x24y? >_ fgfl(E)g (V’QD) < x24y? —Jo b2c0526+a251n d@
_ 2c (2w 1 g— 26 2m _ 2 27 — o
T A1 J0 et cos(26) T VI-2 T 241 (2-12 :

241 1- (c241)2

d) i= f(vw)(E) <%Z§dy> =1’ de rotagao de (V¢)(E) em torno de zero

= 2.

A imagem de D por z +— 1 — 22

Escreva-se w € C\{w € C : Imw = 0 e Rew < 0} como w = re
com —7 < 6 < 7. Definase \/w = r3eis. Entao, a funcao f: D — C,
definida por f(z) = v/1 — 22, é analitica e f(0 ) V1ei0 = 1.

f) Seja g : D — C, definida por g(z) = 027r m df. A funcao g esta

bem definida, j& que se 6 € [0,27] e z € D, entdo 1 + zcos(260) # 0.

Além disso g é analitica, porque 3 ag 027r %m df = 0.

A funcao h: D — C, definida por h( ) = \/12’:7 é analitica, pela alinea
anterior.




Resolucao do exame de AMIV - 20.6.96 2

b)

Concluimos que ambas as fungoes g e h sao analiticas. As duas fungoes
sao iguais, porque coincidem num segmento de recta.

Observacao: Portanto, v/1 — 22 = 27 de.
> 1+z 1+zcos(20)
. ~ _9 _ .
Seja ¢ = £. Entao xy+3y = =2H¢ De =2 — ¢ tira-se c = 1 ou ¢ = 2.
¢ = 2 implica =28%¢ = 0. ¢ = 0 implica =253¢ = oo, ¢ = oo implica
—2i3c — 3 22 ~()se 0 < c< 2
c c 3
(-2+3c)/c
5
4
3
2
1
3 2 -1 i 2 3 ¢
-1
O grafico de ¢ — #
y
4
y=2x y=x
X
dy _ —2m+3y
Esboco das solugoes da equacao diferencial m
J— !/ /
y = v, logo vy = v+ v’
. 2_ ~ ’
Temos v + zv" = —% + 3, ou seja, v’ = —”7;?’”*2. Esta equacao é
separavel. v = 1 e v = 2 sao solugoes da equagao. Se v # 1 e v # 2,
v Ly L2 V= L lv—1]
vem —o—p—sv' = 4, e, (v_l v_2)v = -, ou ln T = In(c|z|),
com ¢ € RT. Finalmente ﬁ =cx, com ¢ € R\ {O}
m term x L = ¢ com ¢ uy = 2.
Em termos de x e ,( ) co ceRouy=2

10



Resolucao do exame de AMIV - 20.6.96 3

c) Os valores préprios de A sao 1 e 2. Um vector préprio associado a

1 ¢ (1,1) e um vector préprio associado a 2 é (1,2). S = [ bl } e
t

1 2
2 -1
-1 _
o2
At _ o AtQ—1 _ N R I e i

e =sens _S[O 62t}5 | 2et —2e? —ef 4 262

[ y } (t) = [ wo(2¢' — ) + yo(—e€' + ) }

y o(2€" — 2€*) + yo(—e' + 2¢*)
d)

y=2x y=x

O retrato de fase do sistema.

e) Tem-se 2’ =y ey = —22x+3y. Logo 2" =y = 20+ 3y = —2x+ 32/,
ou seja, ¥’ — 3x' 4+ 2x = 0.
Da alinea anterior, ¢ z(t) = xo(2¢' — €*) + yo(—e' + €*) a solugao da
equacao que verifica z(0) = zo e 2/(0) = ypo.
Usando o retrato de fase do sistema, é imediato o

X

Esbogo das solugdes que verificam x(0) = 0.

11



Resolucao do exame de AMIV - 20.6.96 4

x(t) = yo(—e' +€*), yo € R.

f) Trata-se de uma equacao da forma 2’ = f(x,z), com condi¢ao inicial
z(zg) =0e f: R xRy — R, definida por f(z,z) = —4z + 61/Z.
Verifiquemos que f(zo,) nao é localmente Lipschitziana em torno de
(20,0). f(x0,21) — f(x0, 22) = 64/21 —6/22. Em particular, f(xg,21) —
f(20,0) = 64/z1. Qualquer que seja L > 0e ¢ > 0, existe 0 < 21 < §
tal que |f(xo,21) — f(x0,0)| > L|z; — 0|. De facto, basta tomar 0 <
z < ($)% Isto prova que f(zo,-) ndo é localmente Lipschitziana em
torno de (g, 0).

Logo, o Teorema de Picard nao ¢ aplicavel com a condi¢ao inicial
z(xg) = 0.

Seja y = y/z. Note-se que y > 0. Segue que z = y? e 2/ = 2yy’.
Em termos de y, a equacao é 2yy’ = —4x + 6y, ou seja, a equacao
acima, yy' = —2x + 3y. Portanto, desde que y(z) > 0, as solugoes de
2 = —4x + 6,/ sdo definidas por z(z) = y*(z), onde y é como nas
alineas a) e b).

Observando o esbogo da alinea a), conclui-se que se 2y < 0, entdo a
equagao tem uma tnica solugdo, definida em [z, +00[. Se zy = 0, en-
tao a equagao tem infinitas solugoes. Se xy > 0, entao a equagao tem
uma unica solugao, definida em [0, o).

Note-se que 2/(z) = —4xp.

12



Analise Matematica IV
1° Exame - 20 de Junho de 96
Fis. e Matem.

Graficos Complementares

2.1)
z
3.
2 =422 z=x2

2t
1t

=2 -1 I 2 .

Esbogo das solugoes da equacao 2/ = —4x + 64/z.

13






Analise Matematica IV
2° Exame - 2 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Duracgao: 3 horas
Apresente os calculos

1. Sejam g e [ € RT.

a) Determine a solugao da equacao Z—g = —gl?’% que verifica a condicao
inicial y(6y) = 7o, com 7y # 0.

0 = %,
4 = —glsinf,

com condicao inicial (6(0),7(0)) = (0y,70) € R

Considere o sistema

b) O sistema tem uma e uma sé solucao. Justifique.
Seja H : R? — R, definida por H(0,v) = 57 — gl cosb.

c) Verifique que H é constante ao longo da solucgao do sistema.

d) Mostre que existe ¢ € RT tal que |y(t)| < ¢, para todo o t € R.

e) A solugao do sistema esta definida em R. Justifique. Sugestao: Basta
provar que ||(6,7)|| ndo tende para infinito em tempo finito.

f) Esboce o retrato de fase do sistema. Sugestao: Use a alinea c).

2. Sejam g e [ € R*. Considere a fungao H : R? — R, definida por H(6,v) =
5577 — glcos b, e n a forma-1 definida por 7(6, ) = v db.

*a) Calcule dH e dn.
Seja u € R? e vy : R? — R?, definido por vy (0,7) = (57, —glsinf).

*b) Verifique que dH (u) = dn(u,vgy).
Verifique que dH (vy) = 0.

Considere o sistema <£(0,7) = vy(6,7), ou seja,

{ 0 = v,

4 = —glsinb,

com condicao inicial (0(0),7(0)) = (6o,7) € R% O sistema tem uma e
uma sO solucao, e a solucao esta definida em R. Designe-se a solucao do
sistema no instante ¢ por [6(6y,70)(t),v(0o,70)(t)]. Para t € R, fixo mas
arbitrdrio, designe- -se também por (6,7); : R? — R? a fungao (6y,7) —
[6(00,70)(t),7(00,70)(t)]. Pode-se provar que (0, ), é de classe C'.

15



Exame de AMIV - 2.7.96 2

: 8(7,0)s 8(1.0) _ 8(1.0) _
c) Verifique que a((%,e)o) T le %8((;:),0)0) = 0. Logo, 8((;:),0)0) =1. (1.5)
d) A funcao (6, 7); é bijectiva, tem derivada injectiva e tem inversa conti- (1)

nua. Justifique.
Portanto, a funcao (6,7); é uma parametrizacao de R2

*e) Verifique que (6,7); dn = dn. Sugestao: Use a alinea c). (1)
f) A funcao (0,7); preserva areas. Justifique. (1)

Seja € um dominio regular em R2.

*g) Usando o Teorema de Stokes, verifique que f(@,’y)t(é)ﬂ) n= oo (1.5)

16
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b)
)

d)
e)

f)

Analise Matematica IV
2° Exame - 2 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Resolucao

7‘(% = —gl®sinb,
g — 123 = gl cos O — gl? cos 0y,

72 = 2913 cos O — 2g1° cos Oy + 2,

B { +1/2g13 cos§ — 2gl3 cos Oy + 2, se v >0,
= —/2g3 cos 0 — 2gl3 cos by + 13, se vy < 0.
O Teorema de Picard implica que o sistema tem uma e uma sé solucao,
uma vez que a funcao (¢, (6,7)) — (%7, —glsin @) é de classe C.
LH(O(t), (1) = 9298 + SLY — glsin x % + % x (—glsinf) = 0,
logo H(0(t),~(t)) é constante.
A partir da alinea a), ou a partir da alinea c), |y| < \/4gl® + 2 2e
ly| < ¢ implica || < 5. Logo, |0(t)] < &[t| +¢ Como |y(t)] < ¢,
conclui- -se que ||(0,7)|| ndo tende para infinito em tempo finito.
Por outro lado, o dominio de (¢, (6,7)) — (%7, —glsinf) é R x R
Logo, a solucao do sistema esté definida em R.
Considere-se o conjunto C' = {(0,v) € R* : H(0,v) = H(0y,7)} =
{(0,7) € R? : v = £v/21/glcos 0 + H (0o, 70) }-
C' é simétrico em relagao ao eixo dos 6’s e em relagao ao eixo dos v’s.
Se (6,7) € C, entao (0 + 2k, ) € C, k inteiro.
gl cos 0+H (6y,70) > O0sse cost > —ﬁH(Qo, 7). Note-se que H (0y, o)
—gl.
i) Se H(6y,70) > gl, entao glcosf + H(6y, o) > 0.
i) Se H(0y,v0) = gl, entdao v = £1/21/gl(cosf + 1) = +2¢215 cos g
iii) Se —gl < H(0o,70) < gl, entao glcos@ + H(0y, o) > 0 sse cosf >
—H (00,7)/9l-
w) Se H(0y,v) = —gl, entao glcosf + H(6y,v9) > 0 sse 0 = 2km, k
inteiro.
Por outro lado, o campo vectorial (1%7, —glsin #) anula-se apenas nos
pontos (km,0), k inteiro. Se v > 0, entdo a primeira componente do
campo ¢ positiva, e se v < 0, entao a primeira componente do campo
¢é negativa.
Em alternativa, se v > 0, entao 6 > 0, e se v < 0, entao 6 <0.
Os pontos de equilibrio do sistema sao (kw,0), k inteiro, e o retrato de
fase é:

v

17



Resolucao do exame de AMIV - 2.7.96 2

a)

b)

d)

f)

<

(
<<

\/
)
\
&

M
)

O retrato de fase do sistema.

dH = glsin0df + 75 dry.
dn = dy N db.
dH (u1,uz) = glsin 0 uy + 3 us.

- 1. . _ U2 uyp |
o) = A0 (), (o=l = | 12

glsin @ uy + 3 us.
dH (vg) = dn(vy,vg) = 0, porque, sendo dn uma forma, dn é alter-

nante.
a(W’G)i — 8("/,0)0 — 8(70700) —
(v0,00) |;—g ~ 9(r0,00) — 9(70,00)

d 0.0 _ d <8’y 90 Ay ae) _ 9y 86 |, Oy 9 9y 00 v 80 _

at 9(v0,00) 970 000 900 Do 970 000 © 970 000 90 0v0 000 D0
—glcos@(%g gg) + llg aa;f) aa(;, —i—glcosb’aa(f gfo — %3—%5% =0.

Loso, 350 = .

(No enunciado afirma-se que (6,7); ¢ C'. As derivadas 88—990, 53—%, aa—(jo e
% existem e sdo continuas, porque 6 = # €y = —glsinf e porque

(0,7); ¢ C'. Portanto, %g—g}, %%, %g—% e %g—% também existem.
Além disso, pode-se trocar a ordem das derivadas.)

Obviamente, a inversa de (6,7): ¢ (6,7)_¢. Segue-se que (6, 7); ¢ bijec-
tiva.

A inversa ¢ C', porque (6,7); ¢ C', e em particular continua.

A derivada de (6’ 7): € injectiva porque o determinante da derivada é

0(7,0)¢
9(70,00) =170

(0,7); dn = dy(0o,v0) A dO (0o, o) = = dro N dbo = dn.
(0,7); é uma transformacao de coordenadas em R2 Seja S um conjunto
cuja funcao caracterfstica é integravel em R2. Usando o Teorema de
Mudanga de Varidveis de Integracio, a Area de S = [/, o dfdy =

18
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a(0,y {

Tl s || dbodo = [[ig.) () A0odro = Area de (9 v)—e(S).
Em alternativa, a Area de S = ffs doNdy = ff(e )y dONdy =
S0 _1(s) @00 A dryo = Area de (6,7)-4(S5).

8) Joon = Jool0.1)in = [d0,v)in = [o(0.7)idn = [,dn =

ool
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Analise Matematica IV
2° Exame - 2 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Graficos Complementares

H é a energia total de um péndulo de massa unitaria, sendo a energia total
a soma da energia cinética, #72, com a energia potencial, —gl cosf.

-

Péndulo.

10=Tt

s ——@

_______.‘_
\,
7

[ é o comprimento do péndulo, g a aceleragao da gravidade e 7 ¢ o momento
angular do péndulo, pelo que v = Iw = 12mf = 120, ou seja, § = l27

De § = 127 ey = —glsinf, segue .9 = —4sinf. Os gréficos de quatro solucoes
de § = —4 2sinf, com 0(0) =0 e 0(0) > 0, representam-se na figura seguinte.

6

3n

2m

1

0= —4sin@, com 0(0) =0 e 6(0) > 0.
A energia da solucao que verifica hm|t‘_>+oo |0(t)] = 7 ¢é gl. Neste caso,

T L[126(0)]2 — gl cos0 = g, ou seja, 0(0) = =2,/%.
Sugestao: Interprete fisicamente esta ﬁgura e o retrato de fase da alinea 1.f).
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Anélise Matematica IV
Exame de 2* Epoca - 20 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Duragao: 3 horas
Apresente os calculos

1. Sejam a, b e ¢ € R. Considere a funcao H : R?> — R, definida por
H(z,y) = %(az? + 2bxy + cy?), e o campo vectorial vy : R? — R? definido
H _oH

por vy = (a—y, — %2 ). Sejau € R? e w a forma-2 definida por w = dz A dy.

*a) Verifique que dH (u) = w(vy,u).
Verifique que dH (vy) = 0.

Considere o sistema < (z,y) = vy(z,y), ou seja,

HRIGEREE

Como sabe, a solucao que satisfaz (x(0),y(0)) = (zo,v0) ¢

FR
Y Yo
Designe-se por [z(zg,yo)(t), y(xo, yo)(t)] o valor desta solu¢ao no instante t.

Para t € R, fixo mas arbitrario, designe-se também por (x,y); : R? — R? a
fungao (zo, yo) — [x(x0, yo) (1), y(o, yo)(1)]-

b) ;(EC?J;;) = det e, Justifique.

Designem-se por A\; e Ay os valores proprios de A. Como sabe, tr A = A1+ \o.

c) Prove que det e = e 4! = 1. Sugestao: Use et = Se’/'S~1 mas nao

calcule e,

d) Calcule \; e As.
Verifique que se p é valor préprio da e?!, entdao também fi, 1/p e 1/ji
sao valores préprios de e,

*e) Verifique que (z,y); w = w.

Sejam k e m € RT. Considere a =k, b=0e c= %

f) Esboce o retrato de fase do sistema.

g) Determine uma equagcao diferencial de segunda ordem, linear e homo-
génea, para .
Qual a solugao dessa equagao que verifica z(0) = z e ©(0) = &7

23
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Exame de AMIV - 20.7.96 2

2. Seja D =C\{z€C:z=t comt € [-1,1]}. Seja C um contorno
simples e fechado em D, que da uma volta em torno da origem, no sentido
directo.

1__2;”2 dw = 4mi.

a) Mostre que [,

Seja f : D — C, definida por f(z) = iexp [% fy —2uw dw}, onde v é um

1—w?

contorno em D que vai de v/2 a z.

b) Mostre que, de facto, f estd bem definida, isto é, que nao depende de
.

c) A fungao f ¢ analitica. Justifique. Sugestao: Seja zp € D e B uma bola
aberta, de centro em zy, contida em D. Fixe-se um contorno em D de
V2 a zp. Para z € B, escolha para v a concatenacao do contorno de
V2 a 2y com um contorno em B, de 2, a z. Prove que f é diferencidvel
em zp.

d) Mostre que z — f%(2)/(1 — 2?) ¢ constante.

Verifique que o valor da constante é 1.

Portanto, f(z) = v1 — 22 o
Seja D=C\{z€C:z2=t+i(l —1?), comt € [-1,1]}. Seja f: D — C,
definida por f (2) =idexp % f7 —2w_ |, onde v é um contorno em D que vai

1—w?
de V2 a 2.

e) Determine a relacio entre f e f.

24
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a)

b)

d)

e)

f)

Anélise Matematica IV
Exame de 2* Epoca - 20 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Resolucao

dH =92 dx + 21 dy = (azx + by) dx + (bz + cy) dy.

dH( ) = ul + 8y u2 (CL.T + by)u1 + (b.T -+ Cy)UQ.
vg(z,y) = (%_157 ) — (bx + cy, —ax — by).
8H OH
w(vg,u) = u‘% = %ful + 2 By Ho0 = (az + by)uy + (b + cy)us.
Uy 2

dH (vy) = w(vy,vy) = 0, porque, sendo w uma forma, w é alternante.
Em alternativa, dH(vy) = (& dx + %—I;dy) (%_1;7 _oHy %_I;%_I; _
OHOH _ )
Oy Ox :
A funcao (z,y);, definida por (zg,yo) — (x(t),y(t)), ¢ uma transfor-

macao linear representada pela matriz e Por definicao, o Jacobiano
desta transformacdo é o determinante de e

ox(t) 0Ox(t)
Em alternativa, [ o oy ] = e, Logo, E?((z ’yy) = det et
o) 9yo
De et = Se’tS~! segue dete?t = det Sdete/!det S~! = dete’t =
eMt %
0 ot | = pMitphat — tr AL

A segunda igualdade é imediata, ja que tr A = 0.

O polinémio caracteristico de A é p(\) = A\? — b* + ac.

A =V —ace g = —Vb2 —ac=—\,.

(Nota: De tr A = 0 também se conclui Ay = —)y.)

Os valores préprios de e? sdo ju; = eMt e gy = et = e~ Mt

L/ = po (e 1/p2 = ).

A matriz e é real, porque A é real. Logo, o polinémio Caracterlstlco
de e tem coeficientes reais. Conclui-se que se y é valor préprio de e
entdo também fi é valor préprio de e’

J& verificAmos que se p é valor préprio da e, entdao também /] el/u
sao valores préprios de e, Portanto, 1/ ,H é valor préprio de e

(z,y)fw = (amo dxo+ az dyo) A (890 dxy + ayo L dyo) = dxo/\dyo
detetw = w.

a(900 yo

H(z,y) = (k::c + y)
r = - _y7
{ Yy = 8% = —kx.
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g)

b)

LH(x,y) =

H ¢ constante ao longo das solugoes do sistema. De facto, £

dH(z,y) = dH (vyg) = 0.

As curvas H = §, ¢ € R, sao elipses que intersectam o eixo dos x’s
em /% e o eixo dos y’s em £v/cm.

Por outro lado, o campo vectorial (%y, —kx) anula-se apenas no ponto
(0,0). Se y > 0, entao a primeira componente do campo é positiva, e
se y < 0, entao a primeira componente do campo é negativa.

Em alternativa, se y > 0, entao £ > 0, e se y < 0, entao = < 0.

O tnico ponto de equilibrio do sistema é (0, 0).

Vamos supor que % > m. O retrato de fase é:

Y

2N
NS

O retrato de fase do sistema.

._1 R - k
De i = —yey= —kr, segue & = —-x.

A solucdo geral de & = —£ 6 z(t) = acos(\/%t) + ﬁsin(\/%t), ae
6 e R.
A solucao que verifica z(0) = x¢ e 2(0) = @ é x(t) = xg cos(\/gt) +

io\/?sin(\/%t).

Jo 72 dw = [, (515 + 51y) dw = 2mi + 2mi = 4.

Seja zy € D. Sejam 7, e 7, dois contornos em D de v/2 a z. /. —2w g0

1—w?

fw =24 dw = [, 2% dw, onde C' ¢ um contorno fechado em D. Pela

alinea anterior a diferenca vale 4k7i, onde k£ é um inteiro, igual ao nu-
mero de voltas que y; — 72 da em torno de zero, no sentido directo.

i exp [% fm T dw] = jexp [% fvz =2 dw + ka'] = jexp [% fvz =2 dw].
Sigamos a sugestao. Suponhamos ainda que o fecho de B nao contém
os pontos —1 e 1. Provemos que a funcao g : B — C, definida por

g(z) = fﬂ{ =24 dw ¢ uma funcdo diferencidvel em z. Seja z € B.
Como w +— —2% ¢ analitica em B, g(z) — g(20) = fzzo =2 dw, onde o

integral é calculado ao longo de qualquer contorno, 9, em B, de z a z.
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d)

Escolha—se para ¢ o segmento de recta de zg a z w(t) = 20 +t(z — 2),
€ [0,1]. Tem- -se g(z) — g(z) = [ =2l dt (z — z9). Portanto,

0 1— w2
- Z(zo I ! 1_2w2 dt. Como 0 fecho de B nao contém os pontos —1
0 w (t

l—w
Por outro lado, w(t) — 2, quando z — 2. Logo, lim, ., 9(z)=g(z0) _

z—20
j‘l —2z0 dt = —2z0

Z Z

A funcao fé dlferenaavel em zg, porque é a composicao de g com uma
funcao diferenciavel.
Da alinea anterior sabemos que ¢'(z) = —% "(z) =

1-z
f2) ==
f2(2)/(1 — 2?%) é constante porque

2f H (11 Z22)+Zf =0.

O valor da constante é 1 porque f2(v/2)/(1 — (v/2)?) =14%/(—1) = 1.
Seja P={2€C:|Rez|<1le0<Imz<1-(Rez)?}.

Sejam v um contorno em D que vai de V2az e 4 um contorno em D
que vai de V2 a z.

Se 2o & P, entdo f(z) = f(z0), porque podemos escolher 4 = .

Seja 2o € P. Escolha-se o contorno v, de v/2 a 2y, contido no semiplano
{z € C:Imz > 0}. Escolha-se o contorno ¥, de v/2 a 2y, contido em
{zeC:Imz<0}UP.

fy 1_2;”2 dw — fy 1_2;”2 dw = [, 72% dw, onde C' é um contorno fechado,

que da uma volta em torno de 17 no sentido directo. Como f =1 1_2;”2 dw

= f|z =1 ( 7T+ w—+1) dw = 2mi, resulta que f(zg) = iexp [ fv : 252 dw]
_zexp[ f —2w dw—i-?TZ} = _]E(ZO)-

d _f* _ 2ff(1-2")—f3(=22)
dz1-22 — (1—22)2
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Anélise Matematica IV
Exame de 2* Epoca - 20 de Julho de 96
Fis. e Matem.

Graficos Complementares

Sejam k e m € R*. Considere-se uma mola. Suponhamos que a massa da
extremidade da mola é m e a constante de restituicao da mola é k. Seja x
a distancia da extremidade da mola ao ponto de equilibrio da extremidade
da mola. A funcao H : R? — R, definida por H(z,y) = %(ka + %yQ), éa
energia total da mola, sendo a energia total a soma da energia cinética, ﬁyz,
com a energia potencial, %9:2.

Mola.

, . ~ o o . . .1
y ¢ o momento linear do péndulo, pelo que y = mv = mi, ou seja, T = —-y.

Sugestao: Interprete fisicamente o retrato de fase da alinea 1.f).
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Analise Matematica IV

Exame de Epoca Especial - 30 de Setembro de 96
Fis. e Matem.

Duracgao: 3 horas
Apresente os calculos

1. Seja Q C C, aberto conexo, e f :  — C. Escrevemos f(re) = g(r,0),
onde r e # € R.

a) Como sabe, as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar escrevem-

99 _ _i9g -
se 57 = —+ 55. Deduza es‘Fas equacoes. )
b) Prove que se f for analitica e o seu mddulo for constante, entao f é
constante.

Considere agora f : C\ {0} — C, definida por f(z) = %
c) Determine as partes real e imagindria de f(z +dy) em funcao de = e y,
onde r e y € R.
d) Deduza da alinea a) que f nao é analitica.
e) Deduza da alinea b) que f nao é analitica.
f) Seja R > 0, arbitrdrio. Mostre que [ _, f(z)dz = 0.
Explique porque nao ha contradicao com o Teorema de Morera.

2. Considere a equacao diferencial 2zy — (2% + %)y’ = 0.

a) Esboce o campo de direcgoes e as solugoes da equagao.

b) Determine um factor integrante para a equagao e determine as solugoes
da equacao.

c) Determine as curvas ortogonais as solugoes da equagao.

3. Seja Q um dominio regular em C e f :  — C, uma funcao analitica.
Suponha que f nao se anula em 0. Escrevemos f(z+iy) = u(x,y)+iv(z,y),
onde x e y € R, e u e v sao campos escalares reais.

a) Prove que 55 5o a;j: ¢ igual ao n” de zeros de f em 2, contando multi-
pllCldades
d _
b) Mostre que - fm d-L, —vdutudy,

*4. Seja r > 0. Considere a variedade C, de dimensao um, contida no
, 2 . . ~ , . ~ .
grafico de (z,y) — IQiZQ e cuja projeccao no plano z,y é a circunferéncia

2t +y? =12

a) Calcule uma orientacao, o, para C.
b) Calcule lim, fCT 0
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Analise Matematica IV

Exame de Epoca Especial - 30 de Setembro de 96
Fis. e Matem.

Resolucao

a) Suponhamos que f'(re') existe. Entdo, no ponto re?, existem nome-

adamente as seguintes derivadas:

e a derivada de f ao longo da semirecta que passa pela origem e por
re?, e que vale

f’('f’@ie) — lim f((’f’ + p)ew) - f(rew)
p—0 pe’ie
it iy I £,0) — g(1,0)
p—0 P

= e_w% (r,0), e

e a derivada de f ao longo da circunferéncia de centro na origem e
raio r, e que vale

i(0+¢)) _ i0
voioy _ i S reT?) — f(re”)
Jret) = éli% rei@+e) — reif

—i0 (0+¢) -
T ) — fre?) g

T, ¢ o e -1
= —ie lim g(r,0+¢) —g(r, )Xllm 0

r o0 ¢ ¢—0 €' — 1
e g

) . 60(7’, 0).
99 _ 9g

Igualando as duas expressoes obtidas, obtém-se 57 = —

i

T

b) Suponhamos que |f|> = ff = constante. Derivando em
em ordem a y, obtém-se

90"
ordem a z e

fxf+fxf - 07
fyf+fyf = 0.

Na forma matricial,
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d)

e)
f)

Usando as equacoes de Cauchy-Riemann, f, =if;,

EaiEh

Conclui-se que f =0 ou f, =0.
Se em algum ponto f = 0, entao f = 0, porque f = constante. Se f
nunca se anular, entao f, = 0. Logo, f, = 0. Integrando ao longo de
uma linha poligonal com lados paralelos aos eixos coordenados, obtém-
se f = constante.

N (wtiy)?  a2—y? 2ixy
flz+iy) = Ttz =~ 2212 + 2242
F(re®) = 20,
gr=0e gy = 2ie?.
_%‘90: %€2i07£0.
|f| =1, mas f nao é constante. Logo, f nao é analitica.
flzlzR f(z)dz = f|z|:R % dz = 2 f‘z‘:R 22dz = 0, porque z? é analitica
e |z| = R é um contorno fechado (Teorema de Cauchy).
O Teorema de Morera afirma que se f esta definida e é continua numa
regiao €, e se [ f(z)dz = 0, para todos os contornos fechados C' em
Q, entdao f ¢ analitica em Q. Ora, a condicao [, f(z)dz = 0 s6 foi
verificada para C' = {z € C : |z| = R, R > 0}, e ndo para todos os
contornos fechados C'.

A equagao nao permite determinar o declive das solugoes que passam
pela origem (z,y) = (0,0).
Resolvendo para 3/, obtém-se y' =
sobre o eixo dos y's (z = 0).
Tirando partido do segundo membro ser uma funcao homogénea, es-
crevemos 1 = li(é//?)g = liccg, onde ¢ = y/z. Ou seja, o declive das
solugoes é constante quando ¢ é constante, isto €, sobre rectas que pas-
sam pela origem.

Na figura seguinte faz-se um esboco do grafico da funcao ¢ —

2xy

2. O declive das solucoes é nulo
Te+y

2c .

1+c2”
2c/(14+¢A2)
1 [’/\
i 3 2 1 2 3 4 ¢
-1
cr— 1_2;2.
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b)

A funcao y’ anula-se sobre os eixos coordenados; tem um méaximo ab-

soluto em x = y que vale 1; e tem um minimo absoluto em x = —y que
vale —1.
y=0,y=uxey= —ux sao solucdes da equacao diferencial.

Na figura seguinte faz-se um esboco das solucoes da equacao diferencial:

Esboco das solugoes de 2zy — (2% + %)y’ = 0.

A equagao é da forma M + Ny’ = 0, com M(x,y) = 2zy e N(x,y) =
—(2? + y?). A equagao nao é exacta porque M, # N,.

Multiplicando a equagao por u obtém-se uM + uNy' = 0. Para que
esta equagao seja exacta devemos ter (uM), = (uN),, ou seja, p, M +
puMy = pig N + ppN,.

- M,—N,

Se = x), entao £z = == No caso presente segue-se que
) w N

“—: = ﬁ. Tal como o primeiro membro, o segundo membro deve-

ria ser apenas funcao de z. Conclui-se que a equacao nao admite um
factor integrante que seja apenas funcao de x.

< No—M,
Se u = p(y), entao ”—i = 7. No caso presente segue-se que
“—: = —%. Determinemos uma solugao desta equagao. Como In|u| =

—21In |y| + k, onde k é constante, podemos tomar p = y%

Note-se que y = 0 ¢é solugao da equacao. Da unicidade, garantida
pelo Teorema de Picard para (x,y) # (0,0), que é a regiao onde
(r,y) — r?_ﬁlg ¢ de classe C*, conclui-se que uma solucao que passe
por (zg,yo) com yo # 0 nunca tem ordenada nula, excepto possivel-

mente se passar pela origem.
A equacao uM + uNy' = 279” = (Z—; + 1) y' =0 é exacta.

Determinemos ¢ tal que %(b(a:, y) = % + g—j y = 2?“"3 — <z—§ + 1) Y.
Obtém-se ¢(x,y) = %2 —y—c, comc € R.

Portanto, %2 — 1y =c¢, com ¢ € R, sao solugoes da equacao diferencial.
Resolvendo para z em funcao de y, obtém-se x = ++/9y? + cy.

—cEtV 2 +4a2
2

Resolvendo para y em fungao de z, obtém-se y = . Note-se
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que |c| < V2 + 422, Logo, no semiplano superior y = =S+ VSQHIQ, en-
quanto no semiplano inferior y = === V§2+4x2.

Seja (zo,y0) € R*\ {(0,0)}. O Teorema de Picard garante existéncia e
unicidade de solucao local para 1y’ = zifgﬂ As solugoes sao as obtidas
acima. Para estudar a unicidade global ha que analisar quais as solu-
goes que passam em (0,0).

Pela simetria das solugoes, basta considerar o que se passa no primeiro

2
quadrante. Se xy > yo, entdo i —yo > 0, enquanto que se zo < yo,
2 2
entao z—g — 10 < 0. Por outro lado, para ¢ = % — 1o, 0 valor de y para

2
’ s x
szeOSexo>y0,ee—y—8—|—yosex0<y0.
Esta andlise conduz aos resultados seguintes, conforme o esbogo de
solucoes:

e Se |yo| > |zol|, entao hé apenas uma solugao da equagao diferencial
2
que passa por (g, o). O ¢ correspondente é ¢ = % — Yo.

e Se |zg| > |yo|, entdo a equacdo diferencial tem infinitas solugdes
que passam no ponto (Zg,4s). Se yo = 0, entdo y = 0, para z

com o sinal de xg; podemos considerar que este caso corresponde
2

(E
ac=o00. Se 1y # 0, devera ser ¢ = y—o — Yo para x com o sinal de
xo. Mas o valor de ¢ nao esta univocamente determinado para x

com sinal contrario ao de zg.

c) As curvas ortogonais as solucoes da equagao dada satisfazem y' =

47 pois tém decli A0 o simétrico do i do decli

— 5, Pois tém declives que sdo o simétrico do inverso do declive
das solugoes da equacao dada.

A equagao (22 + y?) + 2xyy’ = 0 é exacta. As suas solugoes sao

z—;+xy2:c, com ¢ € R.

a) Suponhamos que f tem um zero de ordem m no ponto a € 2. Podemos
escrever f(z) = (z — a)™ fu(2), com f,,(a) # 0. Entao, f'(z) = m(z —
a)™ . (2) + ‘(z —a)™f! (2). Portanto, J;/((ZZ)) = B f,:—g; Logo, fTI
tem um polo simples em a, com residuo m.

Como o raciocinio do pardgrafo anterior é Vélido para todos os zeros
de f, segue-se, do Teorema dos Residuos, que 5~ f 00 F r (z dz é igual ao

numero de zeros de f em ), contando multlphcldades

b) f df _ dutidv __ f (udutv dv)+i(—vdutudv) Lf —vdutudv
27r7, o0 27r7, o utiv 27m o0 u2+v? T 2r JOQY  w?e? 0
d 2 2 .
porque “ZZIZQ‘“ =1 SL“QIUZ = 2 dIn(u? + v?), ou seja, porque a forma

diferencial “dfjiiva ¢ exacta.
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a)

b)

Se v =rcosf ey =rsinf, entao %ﬁ’yz = 2 cosfsin 6 = sin(260).

A funcéo g :)0, 27[— R3, definida por g(6) = (rcos,rsin §,sin(26)) ¢
uma parametrizacao de C,. \ {(1,0,0)}.

O vector (rsin 6, r cos 6,2 cos(260)) é tangente a C,. e rsin 0 dx+r cos 6 dy+
2 cos(260) dz é uma orientagao para C,.

lim,_.q fCr o = lim,_, fCT 0-o0ds = lim,_ fCr lds =

lim, _g fozw /12 + 4 cos?(20) df = OQW 2| cos(260)| db = 8 fo% 2 cos(26) df =
8. Para passar o limite para dentro do integral fez-se uma aplicagao
simples do Teorema da Convergéncia Dominada.
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Analise Matematica IV
1° Teste - 19 de Abril de 97
Civ., Fis. e Matem.

Duragao: 90 minutos
Apresente os calculos

0

1. Seja z =re?, comr >0e —m <0 <7 elogz=Inr+if.

a) Determine a regiao de analiticidade da funcao logaritmo. Justifique,
usando as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar.
b) Usando a defini¢ao, calcule f\z\:1 log z dz.

2. Determine uma aplicacdo bijectiva e analitica de {z € C : |z — /21| <
2¢|z+v2i| <2} em {z€C:|z| <1}.

3.S¢jar>1eC={2e€C:|z| =r}

a) Calcule [, ﬁ dz, usando o Teorema dos Residuos.

b) Obtenha o resultado da alinea anterior usando o Teorema de Cauchy e
majorando o médulo do integral para r grande.

¢) Prove que z — —5 nao é a derivada de uma funcao analitica em C\ {1}.

d) Prove que z — 2(2—1_1) ¢ a derivada de uma fungao analitica em C\ [0, 1].

4. Seja f uma funcao inteira tal que |f(z)| < ¢(14+7r%) se |z| = r, onde c e
a pertencem a R*. O que pode afirmar quanto a f? Sugestdo: Prove uma
generalizacao do Teorema de Liouville.
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Analise Matematica IV
1° Teste - 19 de Abril de 97
Civ., Fis. e Matem.

Resolucao

a) Emr > 0e —7 < 0 < 7, a fungdo log tem derivadas parciais conti-

nuas em ordem a r e a # e satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann:
o __id _ 1. ; .
5, logz = —2-5log 2z = ; portanto ¢ analitica.

Em r > 0e 6 =7, a funcao log é descontinua; portanto nao é analitica.
b) z() = ¢, com —7 < 6 < 7, é uma parametrizacio da circunferéncia
de raio um, centrada na origem.

f|z|:1 logzdz = [" logz(0)2'(0)d0 = [T _i0ie? d) = — [ e di =

i@ew‘iw —if" efdf = i@ew}:r — ew‘iw = —2mi.
2.
21 =z 29 = 21 — \/§
2v2
V2 V2
2
A
V3 Vi
-2v2

Leva-se um dos pontos de interseccao das circunferéncias para a origem.

23:2\/5/22 24223+1

i i

A )
1 i

. O ponto 0 é transformado em 0o, o ponto —2v/2 é
transformado em —1, o ponto 2v/2i é transforamdo em —i e o ponto —2v/2i
é transforamdo em i. As circunferéncias sao transformadas em rectas.

Inverte-se (z — 2Zﬁ)
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25 = 23 26 =25+ 1/2

i i

i i

2+ 2% permite transformar um quadrante num semiplano. O semiplano é
deslocado para a direita de modo a que a recta que o limita nao passe pela
origem.

27 =1/2 zg = 27— 1

| 4R

-1 >~
Inverte-se (z — 2). O ponto oo é transformado em 0 e o ponto 5 ¢

transformado em 2. A recta Rezg = % ¢é transformada na circunferéncia

Compondo as transformacoes acima obtém-se zg = ————— — 1.
(2%+1) +
3.
a) Res%‘ = lim,_,(—— = —1.
z(z—1) 2—0 z—1
1 —1; 1 _
Res—z(z_l) L:1 lim, ;- = 1.
1 _ o 1 1 _
Jo ooy dz = 2mi (Resz(z_l) L:o + Res z:l> =0.

b) O Teorema de Cauchy afirma que os integrais de fungdes analiticas
num dominio €2, ao longo de caminhos homotodpicos em 2, sao iguais.
Portanto o valor do integral nao depende de 7.

‘fc z(zl—l) dz| < [, \z\(|z1|—1)|dz| = Jo 7= ldzl = 3 — 0, quando r —
+00, onde se usou o facto de |z — 1| > |z| — 1 para |z| > 1. Logo,
fC —Z(Zl_l) dz = 0.

c) Seja Q um dominio em C e f : Q — C, continua. Sabemos que f
é a derivada de uma funcao analitica sse o integral de f ao longo de
qualquer contorno fechado em 2 é nulo.

Il L4z =2mi £ 0.

z—1]=1 z2—1
Concluimos que z — ﬁ nao ¢é a derivada de uma funcgao analitica em

C\ {1}.
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d) Se v é um contorno de Jordan fechado em C\ [0, 1], descrito no sentido
directo, entao v é homotépica a curva C' do enunciado (supondo C
descrita no sentido directo) ou v é homotdpica a um ponto, pelo que
f’yzz ) dz—fo ) dz = 0.

Conclul—se que os integrais de Tl—l) ao longo de contornos fechados em
C\ [0, 1] sdo nulos.
Portanto, z — ﬁ ¢ a derivada de uma funcdo analitica em C\ [0, 1].

4. Designe-se por n a parte inteira de «, ou seja, o natural tal que o — 1 <
n < a. Vamos provar que a derivada de ordem n + 1 de f é identicamente
nula.

Seja a € C e r > 0. Pela formula integral de Cauchy,

n n ! Z
Foe () = G g,
. i1 5 )! c(1+|z
o) < b 17 L sy < et g it
<l el g - G C“*ﬁi@i'a" [2nr ~ e+ 11—,

quando r — +o0. Logo, f"*V(a) = 0. Como a é arbitrario, f"+Y = 0.
Integrando n + 1 vezes, conclui-se que f é um polinémio de grau menor ou
igual a n.
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Analise Matematica IV
19 de Junho de 97
Civ., Fis. e Matem.

2° Teste — Grupos (1 ou2)e3 — 90 minutos
1° Exame — Grupos (1ou2)e3, 4, 5e6 — 3horas

Apresente os calculos

1. Considere a equacao diferencial 3y’ = e¥~*.

a) Esboce o seu campo de direcgoes.

b) Determine a solu¢ao da equacao que satisfaz y(tg) = yo. Sugestao: A
equacao ¢ separavel.

c) As solugoes sao simétricas em relagao a recta y = t. Justifique.

2. Considere a matriz A = { 1 _1 }

a) Calcule et

b) Caleule a solugio de {ﬂ :A[z],com {;Eg; } _ {Zg }

c) Em termos de coordenadas polares, x = rcosf e y = rsinf, verifique
que o sistema da alinea b) pode ser escrito ' = r e #' = 1, ou seja,
dr

%:7’.

Escreva r em funcao de 6.

3. Seja f € C?[0,1], tal que f(0) = f(1) = 0. Determine a funcio harménica
no quadrado de lado um representado na figura que satisfaz as condicoes
fronteira mistas indicadas.
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4. Seja z =re? comr >0e —m <O < e 2= e

a) Determine a regiao de analiticidade da fungao raiz quadrada. Justifi-
que, usando as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar.
b) Usando a definicdo, calcule [ __, v/zdz.

5. Caleule [, ,_, (io_%dz. Justifique.

6. Determine uma aplicagao bijectiva e analitica da regiao a sombreado na
figura

num semiplano.
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Analise Matematica IV
1° Exame - 19 de Junho de 97

Civ., Fis. e Matem.

Resolucao

a) Sey—t=0b, entdo 3y = e’. Por exemplo,

y—t= -2

y—t=-—1

y—t=20

y—t=1

y—t=72
Y

<
|
N

~

~

~

N R R
SRS
|

b) De y = ¥ tira-se, sucessivamente,

dt

e_y(t) — e_y(t()) — e_t — e_t()

eV —e M =e"

)

t to

_e_ ,

y=—In(e™t —e ' 4 e W0).

A solugao que verifica y(ty) = yo existe enquanto e~

t

Campo de direcgoes e esbogo das solugoes.

—e 4 emv0 > (.

Se to > 1o, entao e~ — e¥ < 0; a solugao estd globalmente definida.
Se tg < Yo, entao e — e"¥ > 0; a solugao existe para t < —In(e " —

e v).

Se yp = tg, entao a solucao é a recta y = —Ilne™t = t.
c) A reflexdo de (t,y) na recta y =t é o ponto (y,t).
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2.

(t,v)

(to,vo)

.(yoﬂto) S.%t)

t

Reflexao de pontos na recta y = t.

e I Método: Um ponto (t,y) pertence a solucdo que passa por

~t — e~ Um ponto (¢,7) pertence &

(to,yo) sse e ¥ —e ¥ = ¢

solucdo que passa por (yg, 1) sse e ¥ — e~ = e~t — 7% ou seja,
sse (7,t) pertence a solucao que passa por (tg, 7). Ou seja, um
ponto (t,7) pertence & solugao que passa por (yo,to) sse 0 ponto
simétrico em relagao a recta y = t, (7,t), pertence a solugao que
passa por (tg, yo)-

2" Método: Suponhamos que o declive da solucao que passa no
ponto (¢,y) é tan o. Para as solugoes serem simétricas em relagao
a recta y = t, o declive da solugao que passa em (y,t) deve ser
tan (g - a) = cota = tarlm. Portanto, para as solugoes serem
simétricas, devem ser inversos os declives de pontos simétricos em
relagao a recta y = t. Como o declive da solu¢ao que passa em
(t,y) é eV o declive da solugao que passa em (y,t) é eV, e

ety = #, as solugoes sao simétricas em relacao a recta y = t.

a) Os valores préprios de A sao as solucoes de A* — tr AN + det A =
A2 =2\ +2 =0, ouseja, 1 £ = 0.

A_:

I+2 0
0 1-—u¢

(7,1) é um vector préprio associado ao valor préprio 1+, e (—i,1) é
um vector proprio associado ao valor préprio 1 — 7.

A matriz S = I _i diagonaliza a matriz A.
AinversadeSéS‘lzé { - 1 }
7 1

At e(l—i-z)t 0

I o
0 6(l 1)t
v et 4 (=it (it _ jo(1=i)t cost  —sint
€T =9 | it o (it (it 4 (1—t | — € : :
e + e e +e sint cost
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b) [x] :eAt{xo}:et{xocost—yosint]'

Y Yo Tosint + yg cost
=z —y,

btém-
N obtém

c¢) Substituindo x = r cos# e y = rsin  no sistema

{ rCcost — 1S reosy —Tsing, Multiplicando a primeira e-

r'sinf —rcosff =rcosh + rsinf.
quacao do sistema por cos 6, a segunda equacao por sin #, e adicionando
os resultados, vem 1’ = r. Finalmente, substituindo r’ por r numa das
equagoes do sistema, conclui-se que 6’ = 1.
dr __ dr/dt r

a0 — o/ 1T

De % = r tira-se r = rge

0—0o

)
-

- x

\_

Esboco de 7 = r¢e?~% no plano (z,y).

3. Usaremos separacao de variaveis.

Vamos tentar determinar solugoes da forma u(z,y) = X (x)Y (y), nao triviais,
de

ety =0, se () €]0,1[x]0, 1]
(x) =< u(0,y)=u(l,y) =0, seye]|0,1],
u(z,0) =0, se x € [0, 1].

Substituindo u = XY em uy, + u,, = 0, obtém-se X"Y + XYY" = 0, ou seja,
X _ Y

X Y
" ~ 7 - " "
—)g( nao depende de y e —3;, nao depende de z. Logo, —)g( = ——’;, = ), onde \

¢ uma constante real. Ou seja, X" —AX =0eY” + Y =0.
De u(0,y) = u(l,y) = 0 tira-se que X(0)Y(y) = X(1)Y(y) = 0. Como
pretendemos fungoes u nao identicamente nulas, a funcao X devera verificar
X(0)=X(1)=0.
O sistema
X" - AX =0, se z €]0, 1],
{X@zxmza

admite solucoes nao triviais sse A\ = —n?w?, com n € N; as solucoes sao

multiplos de X, = sin(nmz).
De u(x,0) = 0 tira-se que X (z)Y (0) = 0. Como pretendemos fungdes u nao
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identicamente nulas, a funcao Y devera verificar Y (0) = 0.

A solugdo geral de V" — n?7%Y,, = 0 é Y,,(y) = a, sinh(n7y) + b, cosh(nmy).
Como pretendemos Y, (0) = 0, vem Y,,(y) = a, sinh(nry).

As fungoes u,(x,y) = ¢, sin(nmx) sinh(nwy), n € N, sdo solugbes nao trivias
de (%) da forma u(z,y) = X(2)Y (y).

Formalmente, u(x,y) = >/ ¢, sin(nrx) sinh(nmy) é solucio de (x). Deter-
minemos as constantes ¢, de modo a que u,(z,1) = f(x), para 0 <z < 1.
u,(z,1) = S nre, cosh(nm) sin(nmz) = 372 d, sin(nmz), se fizermos

d,, = nme, cosh(nm). Do estudo das Séries de Fourier, sabemos que
St d, sin(nmz) = f(x) se d,, =2 fol f(s)sin(nms) ds.

“+oo

Concluimos que, formalmente, u(x,y) := >~ ¢, sin(nnz) sinh(nmy) é solu-

¢ao do problema do enuciado, desde que ¢, = ﬁh(m) fol f(s)sin(nms) ds.
Justificagao (opcional):

Vamos provar que a funcao u, definida no tltimo pardgrafo, é de classe C?,
e que as derivadas de u podem ser calculadas termo a termo. Uma vez pro-
vado isto segue-se que a funcao u é harménica. Note-se ainda que uma como
f € C' (de facto, f € C?) a Série de Fourier de u,(-,1) converge uniforme-
mente para f(-).

Por simplicidade vamos provar que f € CY implica u € C°, deixando para o
leitor a prova de que f € C! implica u € C*, e f € C? implica u € C?.

Da desigualdade de Bessel, pode concluir-se que Z:ﬁ d?> < 400, onde as
constantes d,, sao, como acima, os coeficientes de Fourier de f.
Relembrando que d,, = nme, cosh(nt), vem Y2 n2c? cosh?(nr) < +o0.

Ora, 37 |e, sin(nrx) sinh(nmy)| < 327° |¢, | sinh(n7) <

T2 en| cosh(nm) < [3072 n2c? cosh®(nm)]® [>o0% #}% < +o00. Logo, a
série que define u converge uniformemente e u é continua.
Se f é C! deve aplicar-se a desigualdade de Bessel aos coeficientes de f’
para provar que as séries de Fourier das primeiras derivadas de u convergem
uniformemente. Se f € C? deve aplicar-se a desigualdade de Bessel aos coe-
ficientes de Fourier f” provar que as séries de Fourier das segundas derivadas
de u convergem uniformemente.
Do resultado do paragrafo anterior, e do Teorema que afirma que “a conver-
géncia uniforme de g, para g e de g/, para h implica que g é diferencidvel
e ¢ = h,”pode concluir-se que u ¢ C?, e que as derivadas de u podem ser
calculadas termo a termo.
Prova de unicidade de solucao:
Seja S = [0,1] x [0,1] e v a normal exterior a S. Note-se que uVu = 0 em
0S eulAu=0em S, porque Au=0em S.
0 = [,euVu-vdl = [[;div(uVu)dS = [[quludS + [[;|Vul*dS =
ffs |Vul?dS. Logo, Vu =0 em S. Portanto, u é constante. Como u = 0 em
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parte da fronteira de S, u = 0.

4.

a) Emr >0e —m < 0 < m, a funcdo z — +/z tem derivadas parciais
continuas em ordem a r e a f e satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann:
D Jr— _id o 1 5. z {ti
awVZE= TraaVE = 5567 portanto ¢ analitica.
Se r = 0, entao a fungao z — +/z nao tem derivada parcial em ordem
a r, pelo que nao é analitica.

Em r > 0e 6 = 7w, a funcao z — +/z é descontinua; portanto nao é
analitica.

b) z(0) = €, com —7m < § < 7, é uma parametrizagao da circunferéncia
de raio um, centrada na origem.

f|z|:1\/5dz = [T \/2(0)7(0)do = ffﬂei% e’ df = if;ei% do =
" 2

-39
267'7 _

3 37

—T

5. Seja z=7re? comr>0e -1 <0 <m elogz=Inr+if. A funcio log é

analitica em 7 > 0 e —7 < 6 < w. E em particular analitica em |z — 2| < 1.
A férmula integral de Cauchy para a primeira derivada de f é
f'(a) = 5= JE g2 Toma-se f(z)=logz,a=2er=1.

27i J|z—al=r (z2—a)?

6.

Transforma-se a faixa num semi-disco.
_ -1
123 =2+1 Zy =173

e

Leva-se um dos pontos de interseccao da circunferéncia com o eixo dos x
para a origem. Inverte-se (z — %) O ponto 0 é transformado em oo, o
ponto 2 ¢ transformado em 1.
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zs =2,-05 Zs

I
AN

Desloca-se a regiao para a esquerda de modo a coincidir com o quarto
quadrante. A funcao z — 22 transforma um quadrante num semiplano.

~ . ’ . 1 - l 2 o l eZ_l 2
Compondo as2transforma(;oes acima obtém-se zg = (—ez =1 2) =13 (ez +1)
Z Z
_ 1 fe2-e 3\ _1 22
=7 <E%+6_§> = 7 tanh” 3.
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Anélise Matematica IV
Exame de 2* Epoca - 17 de Julho de 97
Civ., Fis. e Matem.

Duracgao: 3 horas
Apresente os calculos

142
1—2"

1. Considere a fungao z —

a) Classifique as singularidades da n-ésima poténcia da funcao.

b) Calcule o integral da n-ésima poténcia da fungao ao longo de |[z—1| = 1.

c) Calcule o integral da funcao ao longo do segmento que vai de —1 a .

d) Calcule a imagem pela funcao do triangulo com vértices em 0, 1 e 7.

e) Calcule o desenvolvimento da fungao em série de poténcias de z, para
|z| < 1.

f) Calcule o desenvolvimento da func¢ao em série de poténcias de z, para
|z| > 1.

g) Calcule o desenvolvimento da fun¢ao em série de poténcias de z — 1,
para |z — 1| < 1.

2. Determine a solucao geral da equacao da mola forcada com atrito, com
constante de restituicao 25 e coeficiente de atrito 8, descrita pela equagao

2" + 87" + 25z = 26 cos(3t).

3. Considere o cone com uma abertura de 90° representado na figura.

Cone.

Suponha que se deita agua para dentro do cone a uma taxa de 1 metro ctibico
por segundo. Designe por h(t) a altura de d4gua no cone no instante t. Supo-
nha ainda que a agua se escoa pelo vértice do cone a uma taxa proporcional
a altura de dgua no cone, sendo a constante de proporcionalidade 0.1 .

PO . 4 dh _ 11-0.1h
a) Mostre que a equacao diferencial para h é GF = ~ 255",

b) Esboce o campo de direcgoes e as solugoes da equagao da alinea anterior.
Considere apenas t e h positivos.

c) Qual o limite das solug¢oes quando ¢t — 4007 Prove rigorosamente a
resposta sem resolver a equacao diferencial.
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d) Suponha que a altura inicial de dgua no cone é superior a 50 metros.
Para que quantidade de dgua no cone é maxima, em valor absoluto, a
taxa de variacao da altura de agua no cone?

e) Interprete fisicamente o comportamento das solugdes, analisando o sen-
tido de variacao da altura de agua no cone, e a evolucao da taxa de
variagao da altura de agua no cone no tempo.

f) Resolva a equagao diferencial da alinea a).

4. Considere a equacao diferencial 2zy — (22 + y*)y’ = 0.

a) Esboce o seu campo de direcgoes e esboce as solugoes.

b) Determine um factor integrante que a transforme numa equagao exacta
e resolva-a.

c) Resolva a equagao diferencial usando o facto de ser homogénea, ou seja,
determine uma equacao diferencial para v := £, resolva-a e confirme o
resultado obtido na alinea anterior.

5. Seja Q um dominio em R2. Enuncie e prove o principio de méaximo para
a equacao
Au>0 em Q,
{ u=¢ em 0f),

onde u € C*(Q)NC°Q) e p € CO>ON).
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Anélise Matematica IV
Exame de 2* Epoca - 17 de Julho de 97
Civ., Fis. e Matem.

Resolucao

a) 12 = =22 — =2 _ ] tem um pdlo de primeira ordem no ponto 1,
—z z—1

pelo que a sua n-ésima poténcia tem um pélo de n-ésima ordem no
ponto 1.

D) ()" = (F-1)" = Ti (1) G 0 = FHp e

n-=2(=1)""'4 (=1)". O residuo da n-ésima poténcia da funcao no
ponto 1 é 2n(—1)".
Em alternativa, Res (%)n‘z L= (nll). d’inn_ll (%)n (z — 1)”}2:1 =

—nH" gn-t n —1)" n! n
) IS NP )

_ 1!
f|z—l|=l (%)n dz = 2mi Res (ll)e ‘221 = 4n7m(_1)n

c) Seja Logz =logr +if, se z = re com —m < § < 7, o valor principal
do logaritmo. A fungao z — —z — 2Log (1 — 2) é uma primitiva de
z2— =1+ L.

¥ L2 — [z —2Log (1-2)][', — —i—2Log (1—i)+(~1)+2Log2 —

i~ 2Log (v2e %) + (—1) + 2Log2 = —i + iT —1+log2.
d)

O triangulo com vértices em 0, 1 e 7, e a sua translacao uma unidade
para a esquerda.

1/(z—=1) —2/(z —
A
_% /V
Na inversao w = re' — i = %e o modulo da imagem ¢ o inverso do

modulo original, enquanto o argumento da imagem ¢é o simétrico do
argumento original. A multiplicacao por —2 corresponde a uma
reflexao na origem e a uma homotetia de razao 2.
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—1-2/(z—1)

ya
I

=2i

-2

A imagem do triangulo com vértices em 0, 1 e 4
por z — 2 = —1 — 2,

e) T2 =1+ =—1+23370 7" =1+ 372" para |¢| < L.

1—z

Hz 12 _ 1 _1_2 _ _q_2yveel 1 yFoe 2
f) 1—2 1 z—1 1 z1-1/z 1 szZOzk_ 1 k=1 zk>

para |z| > 1.

g) 2 ==2_1 para|z—1] <1

2. A equacio 72 + 8r + 25 = 0 tem as solugoes —4 = 3i.
A solucio geral da equacao homogénea z”+8x'+25x = 0 é x = cre~* cos(3t)+
coe M sin(3t), com ¢; e ¢y € R.
Vamos determinar uma solucao particular da equacao z” + 8/ + 25x =
26 cos(3t) da forma x = acos(3t) + bsin(3t).
Se x = acos(3t) + bsin(3t), entdo ' = —3asin(3t) 4+ 3bcos(3t) e ="’ =
—9a cos(3t) —9bsin(3t).
Substituindo na equacao, —9a cos(3t) —9bsin(3t) — 24a sin(3t) + 24b cos(3t) +
25a cos(3t) + 25bsin(3t) = 26 cos(3t). Igualando os coeficientes de cos(3t) e
sin(3t),

160 +24b = 26 a=1

{ —24a+16b = 0 ‘:’{ b=

A solugao geral da equagao da mola forcada com atrito descrita pela equagao
do enunciado ¢ x = cre* cos(3t) + coe™* sin(3¢t) + 1 cos(3t) + 3 sin(3t), com
cp e cy €R.

3.

[[SENCTT

1°

a) Seja V() o volume de dgua (medido em metros cibicos) dentro do cone
no instante t. Do enunciado vem que % =1-0.1h.

Por outro lado, o volume de um cone é % do produto da area da base

pela altura. Como a abertura do cone é 90°; e por consequéncia o raio
do cone é igual 4 sua altura, V = £ x mh? x h = Th3. Logo, 4 = wh?%.
Igualando as duas expressoes para 2% obtém-se ﬁhQ% =1—0.1h, ou

dh 11-0.1h £
SQ]&,E:; hg' .
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b)

d)

O declive das solugoes (1=

(h = constante). E positivo se h < 10, nulo se h = 10 e negativo se
h > 10.
O declive das solucoes tende para +oo quando h — 0.

O declive das solucoes tende para zero se h — 10 ou h — +o0.
d 11=0.1h __ 1 —0.1R2—(1-0.1h)2h __ 1 0.1h(h—20)

Por outro lado, 4-—-5 p T ———, 1 portanto,

o declive das solugoes é minimo para h = 20. O valor deste minimo é
1

) é constante sobre rectas horizontais

T 4007
h
25\
20\
15\
10
5 (
t

2500 5000 7500 1000012500

Esbogo das solugoes de % = %1_}?2'”1

h = 10 é solucao da equacao diferencial.

As solugbes que passam por pontos (tg, hg) com hy > 10 s@o estri-
tamente decrescentes. Além disso, sao limitadas inferiormente pela
solugao h = 10, pois as solucoes nao se cruzam - ha unicidade pelo
Teorema de Picard, porque a funcdo (¢, h) — 21=% ¢ de classe C"
no semiplano superior. Portanto as solugoes que passam por pontos
(to, ho) com hy > 10 tém limite quando ¢t — +o0.

Suponhamos que uma destas solucoes h tem limite [ > 10. Do estudo

da funcao %ﬁ?—;h feito na alinea anterior, concluimos que o declive de

h é necessariamente inferior a max{h’(0), L2=31L}. Este valor ¢ estri-
tamente menor do que zero. Isto é uma contradi¢cao, pois h tem uma
assimptota horizontal.

As solugoes que passam por pontos (tg, hg) com 0 < hy < 10 sdo es-
tritamente crescentes e limitadas superiormente pela solucao h = 10.
Portanto, também elas tém limite [ < 10 quando t — +oo. O seu
declive é necessariamente superior a %132-”. Logo [ = 10.

Se a altura inicial de dgua no cone é 50 metros, entao, como foi visto
na alinea b), a taxa de variagao da altura de d4gua no cone é méaxima,
em valor absoluto, quando a altura de agua no cone ¢ 20 metros. Isto
corresponde a %203 = % metros cibicos de dgua no cone.

Se a altura de agua é inferior a 10 metros, entao a quantidade de dgua
que entra no cone (1 metro cibico por segundo) é superior a quantidade

de dgua que sai do cone (0.1~ metros ciibicos por segundo) e, portanto,
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f)

a altura de dgua no cone aumenta. Se a altura de dgua é superior a
10 metros, entao a quantidade de agua que entra no cone é inferior a
quantidade de agua que sai do cone e a altura de agua no cone diminui.
Se a altura de agua ¢é igual a 10 metros, entao a quantidade de dgua
que entra no cone ¢é igual a quantidade de agua que sai do cone e a
altura de agua no cone mantém-se constante.

Se a altura de dgua ¢ muito elevada, entao a altura de dgua dentro do
cone decresce lentamente, apesar de sair um grande caudal de agua do
cone, porque a sec¢ao do cone aumenta com a altura (raio do cone =
altura do cone).

Se a altura de dgua é proxima de 10 metros, mas diferente de 10 me-
tros, entao a altura de dgua dentro do cone varia lentamente, porque a
quantidade de dgua que sai do cone é proxima da quantidade de agua
que entra no cone.

Por fim, se inicialmente a altura é nula, entao a taxa de variacao da
altura de d4gua no cone comega por ser muito elevada (é até infinita no
instante inicial) porque a secgao do cone é muito pequena préximo do
vértice.

A equacao % = %l_f?élh é separavel. h = 10 é solucao da equacao. Se
h(to) = ho # 10, entdo h nunca assume o valor 10, devido a unicidade

~ 2 . .
de solucao. Nesse caso podemos escrever 1_}6 lh% = % Racionalizando

a fracgao obtém-se (—10h — 100 + 1_18.01h> % = % Integrando, [—5h% —

100/ —1000 In |1—0.1h|] = [~5h2 —100ho— 1000 Tn |1 —0.1ho] = L (t—to).
Como cada solugao nao identicamente igual a 10 é sempre superior a
10 ou sempre inferior a 10, podemos escrever —5(h? — h3) — 100(h —

ho) — 1000 In =5 = (¢ — to).

A equagao nao permite determinar o declive das solugoes que passam
pela origem (z,y) = (0,0).
Resolvendo para v, obtém-se ' =
sobre o eixo dos y's (z = 0).
Tirando partido do segundo membro ser uma funcao homogénea, es-
crevemos 1 = li(é//?)g = I_QfCQ, onde ¢ = y/z. Ou seja, o declive das
solugoes é constante quando ¢ é constante, isto é, sobre rectas que pas-
sam pela origem.

Na figura seguinte faz-se um esboco do grafico da funcao ¢ —

2xy

2. O declive das solucoes é nulo
Te+y

2c .
1+4c2°
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b)

2¢/(1 + %)
1V\
- - - - c
4 3 2 1 1 2 3 4
-1
c 1_2;2.

A funcao y’ anula-se sobre os eixos coordenados; tem um maximo ab-

soluto em = = y, que vale 1; e tem um minimo absoluto em = = —y,
que vale —1.
y=0,y=u1xey= —r sao solucoes da equacao diferencial.

Na figura seguinte faz-se um esboco das solucoes da equacao diferencial:

N\

7\

Esbogo das solugoes de 2zy — (22 + y?)y’ = 0.

A equagao é da forma M + Ny’ = 0, com M(x,y) = 2zy e N(x,y) =
—(2® + 9?). A equagao nao é exacta porque M, # N,.

Multiplicando a equacao por p obtém-se uM + uNy' = 0. Para que
esta equagao seja exacta devemos ter (uM), = (uN),, ou seja, p, M +
puMy = p1a N + uN,.

. M,—N,
Se pu = pu(x), entao % = —==. No caso presente segue-se que
“—: = ﬁ. Tal como o primeiro membro, o segundo membro deve-

ria ser apenas funcao de z. Conclui-se que a equacao nao admite um
factor integrante que seja apenas funcao de x.

Se = wu(y), entao ”—i = % No caso presente segue-se que
”—i = —%. Determinemos uma solugao desta equagao. Como In|u| =

—21In |y| + k, onde k é constante, podemos tomar p = y%

Note-se que y = 0 é solugao da equacao. Da unicidade, garantida
pelo Teorema de Picard para (z,y) # (0,0), que é a regiao onde
(r,y) — xfﬁZQ ¢ de classe C*, conclui-se que uma solucao que passe
por (xg,y0) com yo # 0 nunca tem ordenada nula, excepto possivel-

mente se passar pela origem.
A equacao uM + uNy' = 2?9” = (;—z + 1) y' =0 é exacta.
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Determinemos ¢ tal que %(b(a:, y) = —|— ay y = 2—“"3 — <“’y’3—; + 1) Y.
Obtém-se ¢(x,y) = x—; —y—c¢, comc € R.

Portanto, I—; —y = ¢, com ¢ € R, sao solucoes da equacao diferencial.

Resolvendo para x em funcao de y, obtém-se x = /4% + cy.
Resolvendo para y em funcdo de z, obtém-se y = —cEvetde” V§2+4“”32. Note-se
que |e] < V2 + 422, Logo, no semiplano superior y = =&Y+ VSQW, en-
quanto no semiplano inferior y = =", Ve

Seja (zo,%0) € R*\ {(0,0)}. O Teorema de Picard garante existéncia e
unicidade de solucao local para iy’ = 2 + 5. As solucoes sao as obtidas
acima. Para estudar a unicidade global ha que analisar quais as solu-
goes que passam em (0, 0).

Pela simetria das solugoes, basta considerar o que se passa no primeiro

2
quadrante. Se zy > yo, entao % — Yo > 0, enquanto que se xg < Yo,
2 2
entao z—g — Yo < 0. Por outro lado, para ¢ = % — Yo, 0 valor de y para

2
’ ’ x
szeOSexo>y0,ee—y—g—|—yosex0<y0.
Esta analise conduz aos resultados seguintes, conforme o esboco de
solucoes:

e Se |yo| > |zol|, entao hé apenas uma solugao da equagao diferencial

2
que passa por (zg, ). O ¢ correspondente é ¢ = =0 — y.
’ Yo

e Se |zg| > |yo|, entdo a equacdo diferencial tem infinitas solugdes
que passam no ponto (xg,vo). Se yo = 0, entao y = 0, para z
com o sinal de zy; podemos considerar que este caso corresponde
ac=o00. Se yy # 0, devera ser ¢ = Z—§ — Yo para x com o sinal de
ro. Mas o valor de ¢ nao esta univocamente determinado para =

com sinal contrario ao de xg.

Ja vimos na alinea a) que y’' = lif)Q, com v = £ desde que x # 0.
— 4 I ! /I 2v _
Como y = zv, temos também y" = v + zv’. Logo, 20" = 755 —v =

v(1—0v2)

1+v2 °
=0,v=1¢ev=—1 sao solugoes desta equagao.
Parav #£ 0, v # 1, v # —1 e x # 0, a equacao diferencial para v pode
2
1 11 '__l v 1_ v2—1
escrever-se (v—l + 55 U) v = . Integrando, In In ==

V2
= 292 —.
vo

—In |x| 4+ In |zo|, para vy # 1, vg # —1 e vy

Substituindo v = y/x e vy = Yo/ o, vem y — 5 = yg— y—, para g # Yo,

To # —Yo € Yo # 0. Esta expressao é também vélida para xqg = yp e
To = —Yo, embora a sua dedugao nao o seja. De facto, se g = yy ou

~ ;(:2 ~ 2
To = —Yo, entao Yo — y_(()) =0eca expressao reduZ-Se ay — % = 0, ou
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seja, 12 = 1.
Confirma-se assim o resultado da alinea anterior.

5. O principio de maximo (fraco) afirma que nas condigoes do enunciado
maxgu = maxgg @ = maxgou. Vamos fazer a prova deste resultado por
contradicao.

E 6bvio que maxg u > maxyg u. Suponhamos que maxg u > maxgq u, diga-
mos maxg u = maxaqu + 0, com § > 0. Seja € tal que maxpq €||z|]* < § e
v =u+¢€l||z]|*. Note-se que maxyn v < maxgg u + maxpg €||z||> < maxpg u+
0 = maxgu < maxg v e que Av = Au + 2ne > 2ne > 0.

Se 7 € Q é tal que v(Z) = maxgwv, tem-se que Av(z) < 0, porque cada
uma das derivadas v, (Z) < 0, ¢ = 1,2. Isto é uma contradi¢ao. Portanto
maxg t = maxggq U.
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Analise Matematica IV
1° Teste - 29 de Outubro de 2005
LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

Duragao: 90 minutos
Apresente os calculos

a) Verifique se {(/2)*} = {V/22} para todo o z € C.
Seja f : C — C, definida por f(re'?) = r?/3¢%9/3 parar >0e —1 < 0 < 7.

b) Usando a equagao de Cauchy-Riemann na forma polar, f, = —% fo, €
f''=e "f, estude a diferenciabilidade de f e calcule a sua derivada.

c) Escreva uma representagao paramétrica do segmento -y que une 1 a 1.

d) Dé a defini¢ao de f7 f'(2) dz em termos de um integral onde intervenha
a representagao paramétrica de .

e) Calcule o integral da alinea anterior, apresentando o resultado na forma
cartesiana.

f) Para que curvas fechadas 4 em C garante o Teorema de Cauchy que

fgf f(z)dz=07

a) Classifique as singularidades de z — m e calcule os residuos

nas que se situam no semiplano superior.

b) Usando o Teorema dos Residuos, calcule fj;o m dx.

3. Determine geometricamente a imagem da regiao {z € C: |z| < 1, Rz <
0 e Sz > 0} pela transformagao z — j—jr%
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Analise Matematica IV
1° Teste - 29 de Outubro de 2005
LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

Resolucao

a) Seja z = re'.

{(Vz}={ Yrel3, 3frei®/3+2m/3) %ei(9/3+4ﬂ/3)}’

{\3/7726@9/37 wei(26/3+4ﬂ/3)7 \3/,,6_261'(20/3-1-8#/3)}
{Wei29/3, \3/7”_261'(20/3—4-4#/3)’ Y p26i(20/3+2m/3) 1,

22 _ 7,26226"

{\3/2_2} _ {3/7,_262'29/3, \3/7,7262'(29/34-27#3)7 Wei(2€/3+47r/3)}.

Portanto, {({/2)?} = {V/22} para todo o z € C.

b) A funcdo f tem derivadas parciais continuas em ordem a r e 6 em
S={z=re? cC:r>0e —7 < 0 < n}. E descontinua em
{z=re® € C:r>0ef =n}, porque quando z cruza o eixo real
negativo, no sentido directo, o seu argumento principal salta de —27, e
consequentemente o argumento de f(z) salta de —47/3. Assim, basta
provar que f satisfaz a equacao de Cauchy-Riemann em S para provar
a sua diferenciabilidade em S.

{(V2)%}

fulre®) = %7,4/3622'9/3
f@('r@w) — g,L>T2/3€2z6‘/3
Estas igualdades implicam que f,(re”) = —£ fy(re®) em S. Conclui-se

que f é diferenciavel em S. Tem-se
) ) ) 2 )
f/(,r,619> _ e—zefr(mw) _ g,r,—l/i%e—ze/?)7

9 1/3,i6/3

. 3 .

ou seja, f’(z)z%%ﬁ, com Vre? =r parar >0e —m < 0 < .
Por outro lado, f nao é diferenciavel no complementar de S, porque
nao tem derivada parcial em ordem a r em zero, e porque é descontinua

no eixo real negativo.
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c)
d)
e)

f)

Uma representagao paramétrica é dada por 7 : [0, 1] — C, definida por
yEt)=(1—1t)+ ti
[ f(2)dz = fo £)Y'(t) fo 33 (11+Z

t +t7,

[ 1 dz=f) 1 ) (t)dt = [y &[f(y(O))dt = f(v(1)=f(1(0)) =
ﬂﬂ—fﬂ)=(m%”“—W%”“—”“—1=—%+P§

O Teorema de Cauchy garante que f& f(2)dz = 0 para curvas fechadas
4 que nao cruzem o eixo real negativo ou zero, ou seja, para curvas em
S (S como na resolugao da alinea b)), porque f é holomorfa em S ¢ S
é simplesmente conexo.

Seja f . C \ {—3’L, —Z,Z,3Z} — (C, deﬁnida por f(Z) = m =
1
GG (a3 Lem-se,
f(2) = ——g(2), com g(2) !
zZ) = 4 com Z) = .
P g (z+1)(22+9)

Sendo g holomorfa em torno de 7, admite desenvolvimento em série de
Taylor em torno de i:

9() = 900) + /)= — i) + g () e =+ .
para |z —i| < 2. Ora, g(i) =
—i/16

—%, pelo que

, 1
F) = 204 g0 + -+
para 0 < |z —i| < 2. Do mesmo modo, tem-se
1 1
= h h(z) = .
(2) = T=5;h(z), com hlz) = a3y

Sendo A holomorfa em torno de 3i, admite desenvolvimento em série
de Taylor em torno de 3i:

h(z) = h(3i) + K (3i)(z — 3i) + %h"(?)i)(z — 3 +...,

para |z — 3i| < 2. Ora, h(3i) = %, pelo que

/48 P B ,
f(z) = z—3i+h(32)+ih (3d)(z — 3i) + ...,
para 0 < |z — 31| < 2. Estas séries de Laurent mostram que f tem
pélos simples i e 3i, sendo Res.—; f(z) = —= e Res.—y; f(2) = &

Claramente, a funcao f tem também pdélos simples em —i e —3i, nao
tendo mais nenhuma outra singularidade.
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b) Seja R > 3 e v um contorno fechado formado pela uniao do segmento
de recta que une —R e R com a semi-circunferéncia centrada na origem
no semiplano superior descrita no sentido directo. Pelo Teorema dos
Residuos,

A f(2)dz = 27i (Res,—; f(2) + Res.—s; f(2)) = 2mi (_i) =5

Logo, .
T
i /_Rf(a:) dx + /M:RA%»O f(z)dz. (%)

O calculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +00:

1
[ e
|z|=RAS2>0

/|z|:RAsz>o (R? = 1)(R? - 9)

= mh — 0 quando R — +oc.

(R?—1)(R?—9)

< |dz|

Tomando o limite em ambos os membros de (%) quando R — +o0,

. —+00
conclui-se que [ % dx =

™
z2+1)(22+49) 12°

z—1 __ 2
3. Tem-se i 1 -

4 a

Os planos z e z + 1.

1 2
Os planos — ¢ 771
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-2 -1

2 2
Os planos — % e 1 — 5.

Aimagem é {z € C: |z >1, Rz<0e Sz >0}.
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Analise Matematica IV
5 de Janeiro de 2006
LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

2° Teste — Perguntas 1 a4 — 1 h e 40 min
1° Exame — Todas as perguntas — 3 horas

Apresente os calculos

1. Considere a equacao
y—y=1
a) Esboce o seu campo de direcgoes e os graficos das suas solugoes.
b) Determine as suas solugoes.

2. Considere o problema de valor inicial
y'+2y —8y=0, y(0)=1, y'(0)=2

a) Resolva a equacao diferencial e determine a solucao que satisfaz as
condicoes inicias dadas.
b) Escreva a equagao na forma de um sistema 2 x 2, & = Az, e determine
At
et
c) Use a alinea anterior para confirmar a resposta a alinea a).
3. Determine uma solucao de

U = Uy sel<x<met>0,
uz(0,8) =0, uy(m,t) =0 set >0,
u(z,0) = cos(2x) — 3cos(4x) se 0 <z <.

4. Determine a série de Fourier da funcao f : [—m, 7] — R,

—m, —m<x<0,
f(x)—{ m, 0<az<m.

5. Estude a diferenciabilidade da funcio z + e** usando as equacoes de
Cauchy-Riemann, e calcule a sua derivada.

6. Calcule geometricamente a imagem da regiao {z € C: |z| <2 e Sz > 0}

pela transformacao z s Zt,
z—1

7. Calcule os desenvolvimentos em série de Laurent em torno do ponto zero
1

de z — —, indicando as regioes onde sao validos.

8. Calcule usando integrais de contorno fR sy dr.

9. Seja f analitica e limitada em C\ {0}. Pode concluir mais alguma coisa
sobre a funcao f7 Justifique.
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Analise Matematica IV

1° Exame - 5 de Janeiro de 2006
LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

Resolucao

<

WA T e
AT T T
WA T T T
W AT AT
WA T T
WA T T T
W AT T T

AT T T
AT T T

AT T T
[\
- A o= =~
AT T T
AT T T

4 2L 23

A T T T T T T T T T T

—3
a) AU ¥ AT N W ¥

A} AT U U U

Campo de direccoes de ¢y =y + 1

Y

Esboco dos gréficos das solucoes de 3/ =y + 1.

b) 1° resolugdo (encarando a equagio como linear). Um factor de inte-
gracao é u(t) = /"D = ¢~ Multiplicando ambos os membros da
equagao diferencial por u,

ety — ety = et

Y
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ou d
Loty — ot
dt(e y)=e".

Integrando ambos os membros entre %, e ¢,
e ty(t) — e y(ty) = —e Tt Fe .

Donde,
y(t) = (y(to) + e — 1.

2¢ resolugdo (encarando a equacao como separdvel). A funcao y(t) =
—1 é solucao da equacao diferencial. Pela unicidade de solucao, ou a
funcao y ¢é identicamente —1, ou entao nunca ¢ igual a —1. Neste caso,

/

y :1
y+1

Integrando ambos os membros entre %, e ¢,

t
' y(t) + ' P
y(to) + 1
Como os graficos das solucoes nao cruzam a recta y = —1, novamente

devido a unicidade de solugao, y(ty) < —1 = y(t) < —1 e y(ty) >
—1 = y(t) > —1. Podemos entdo tirar o médulo na igualdade acima:

y(t) +1
log | ———— | =1t —t.
° (y(to) +1 ’
Tomando a exponencial de ambos os membros,
y(t) + 1= (y(to) + 1)e"".

Acontece que esta expressao também é valida para y(ty) = —1. Logo,

y(t) = (y(to) + e — 1.

Trata-se de uma equacao linear homogénea de segunda ordem com co-
eficientes constantes pelo que vamos procurar solugoes da forma y(t) =
e'. Substituindo na equacao diferencial e dividindo por e,

P 4+2r—8=0« (r—2)(r+4)=0.
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b)

A solucao geral da equagao diferencial é
y(t) = cre™* + cpe?.

Para que sejam satisfeitas as condigoes iniciais, c;+cy = 1 e —4c14+2¢ =
2. Este sistema conduz a ¢; = 0 e ¢ = 1. A solug@ao que satisfaz as
condigoes iniciais dadas é y(t) = €.

Fazendo 1 =y e 2o =1/,

=L

que é da forma & = Ax. O polindémio caracteristico de A é p(\) =
A2 —tr AX+det A = A2 +2)\ -8, pelo que A tem valores préprios —4 e

. . 1],
2. Resolvendo a equagao (A + 4)v = 0 conclui-se que vy 1= | 4 } é
um vector proprio associado ao valor proprio —4 e resolvendo a equagao

1
2
ao valor proprio 2. Considerando a matriz

S:[vlvg]:{_}l ;]

5_1:1{2 _1}

(A—2I)v = 0 conclui-se que vy 1= [ } ¢ um vector préprio associado

que tem inversa

6| 4 1
tem-se que
A=SAS!,
com
—4 0
A= { 'Y ] |
Portanto,
—4t
6At — SeAtS_l =9 |: € 0 62(2 :| S_l

1 [ Qe % 4 42— 4 o2t }

6 | —8e % 4 8e2t 4o 4 2%

Como z(t) = eMay = el [ ; } ;

1
y(t) = 2a(t) = Gl(2e7" +4e™) +2(—e7H + €¥)] = €,
o que confirma o resultado da alinea a).
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3. Vamos procurar solugoes de u; = u,, da forma u(z,t) = X (x)T(t). Subs-
Tl X//

tituindo na equagao diferencial, XT" = X"T', ou 7 = =-. Conclui-se que
ambos os membros da tltima igualdade sao uma mesma constante, constante
essa que designaremos por —A. Tem-se X" + A X =0e T’ = —\T. Das con-
digdes fronteira para u, u,(0,t) = X'(0)T(t) =0 e uy(m, t) = X'(m)T(t) = 0.
Uma vez que nao queremos T'(t) = 0 (porque isso conduziria a u(x,t) = 0),
tiramos X'(0) = X'(7) = 0. As solugbes nao nulas de

X"+ XX =0, em 0 <z <m,
X'(0) = X'(m) =0,

podem ser indexadas em n € Nj:

n2x? 2
{ Ap = =n°,

T2

X, (x) = ¢, cos(nz),

onde 0s ¢,’s sao constantes. Agora a equagao 7" = —n?T', conduz a T(t) =
dne_”%, onde os d,’s sao constantes. Fazendo o produto de X, por T,
obtém-se

U (2, 1) = ane ™" cos(nz),

com a, = c¢,d,. Cada uma destas funcgoes u,, satisfaz a equacao diferencial
com as condigoes fronteiras impostas, logo

+00
u(z,t) = Z ane” ™" cos(nx)
n=0

¢ também uma solucao formal da equacao diferencial com as condigoes fron-
teiras impostas. Para satisfazer a condicao inicial vamos impor que

u(z,0) = Z a, cos(nx) = cos(2x) — 3 cos(4x).

n=0

Pelo facto de as fungoes z +— cos(nx) serem ortogonais em L?(—m, ), tira-se
que as = 1, ay = —3, sendo todos os restantes a,,’s nulos. Substituindo na
expressao para u(z,t),

u(z,t) = e * cos(2z) — 3e % cos(4x).

Verifica-se facilmente que esta é uma solucao da equacao diferencial com as
condigoes fronteira e iniciais dadas.
Observacao. Usando o método da energia pode provar-se unicidade.
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+ Z a, cos(nz) + by, sin(nx)],
—1

n
/ f(z) cos(nz)

by, f( ) sin(nz) dz.

™

%o
2

com

Como a fungao f é impar, todos os a,’s sao nulos e

2 [T . 2 4
b, = — [ wsin(nz)dr = —[—cos(nm) + 1] = 6
0

™ n

se n € impar
se n é par

Para 0 < |z| <,

F(x) = 4 [sinl(x) N sing’)x) N sin(55x) L } ’

onde a série do segundo membro converge pontualmente. Para x = 0, a soma
da série vale 0 enquanto f(0) = 7. Também para z = +7 a soma da série
vale 0 enquanto f(—7n) = —m, f(7) =

5. Seja f : C — C, definida por f(z) = €'* = !@TW) = ¢V onde z = z+1iy.
Entao f.(z) =ie"* e f,(z) = —e**. Como [ tem derivadas parciais continuas
e as derivadas satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann, f, = —if,, a
fungao f ¢é diferencidvel. A sua derivada é f'(2) = f,(z) = ie'

z+1 2
6. ;—1—’_;.

Os planos z e z — 1.
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1 2
Os planos — e —=.

O plano 1 + %

7.
1 1 1 1/ 2\" 2, n z
55 () =30 (5) =~ g e[ < 1ok <8
n=0 n=0
1 1 1 T ex/3\" = 3" 3
L= () =) =S e Y <1 1>
n=0 n=0

1z 1z

8. Seja f : C\ {—2i,2i} — C, definida por f(z) = eyl ey e 8
Tem-se,

_ 93 _ e

2 —2i

A fungao g é holomorfa em C \ {—2i}. Seja R > 2 e v um contorno fechado
formado pela uniao do segmento de recta que une —R e R com a semi-
circunferéncia centrada na origem no semiplano superior, descrita no sentido
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directo. Pela Férmula Integral de Cauchy;,
e T
f(2)dz =2mig(2i) = 5€
”

Logo, .
T
5¢ /_Rf(x) dx+/|z|=R/\%z>o f(z)dz. (%)

Como [e”| = |e*7¥| = e7¥ < 1 paray = Sz > 0, o calculo seguinte mostra
que o integral ao longo da semi-circunferéncia tende para zero quando R —
+00:

IA

1
———|dz
/|z|:R/\%z>0 (R2 - 4)‘ ‘

= (R;Tif_zll) — 0 quando R — +o0.

/z=mz>0 f(2)dz

Tomando o limite em ambos os membros de (*) quando R — 400, conclui-se

+oo eicc _ -2 . : COoS T —
que [ Grp do = Fe?. Finalmente, tomando as partes reais, Jp =25 dr =
2

9. A fungao f tem uma singularidade removivel na origem porque
lim, [zf(2)] = 0. Logo a extensao, f, de f a C,

o - { {0 e 2 40,

lim, . f(z) sez=0,

¢ inteira. A extensao ¢ também limitada porque f ¢ limitada. Pelo Teorema
de Liouville, f é constante. Conclui-se que f ¢é constante em C\ {0}.
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Analise Matematica IV
2° Exame - 19 de Janeiro de 2006
LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

Duragao: 3 horas
Apresente os calculos

1. Resolva a equacao diferencial y” — 4y + 4y = 2.
2. Seja ¢ > 0. Determine a solugao de

U = C*Uy, em |0, 7[X]0, +oo,
u(0,t) =0, u(m,t) =0 parat >0,
u(z,0) = sin(z), u(z,0) =sin(2z) para 0 <z < 7.

3. Determine a série de cosenos de f : [0,2] — R, definida por

0, 0z <1,
fm:{ 1, 1<z<2.

4. Considere a equacao diferencial
y =ev

a) Esboce o seu campo de direcgoes e os graficos das suas solugoes.

b) Determine analiticamente a solugdo com condigao inicial y(ty) = yo.

¢) Suponha que to = 0 e yo < 0. Para que valor de yq o gréfico da solucao
tem como assimptota o eixo dos t’s?

d) Suponha que 5 < 0 e yp = 0. Determine o intervalo maximo de
existéncia da solucao.

2

5. Estude a diferenciabilidade da funcao z +— Z° e calcule a sua derivada

quando existir.

6. Calcule fﬂ{ 2 dz, onde v é 0 arco {(¢,t2—1), —1 <t < 1} percorrido de —1

a 1. Sugestao: Use o Teorema Fundamental do Calculo, ou em alternativa

use o Teorema de Cauchy e substitua a curva dada por outra que conduza a

calculos mais simples.

7. Calcule o desenvolvimento em série de Laurent em torno do ponto zero de

z — 5% indicando a regiao onde ¢ vélido. Classifique as singularidades e

calcule os residuos da funcao.

8. Calcule usando integrais de contorno fR m dx.

9. Considere a regiao S={2€C: Rz<1e0 < Iz <7}
a) Calcule geometricamente a imagem de S por z — €.

b) Calcule geometricamente a imagem de S por z — e
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Analise Matematica IV
2° Exame - 19 de Janeiro de 2006
LEA, LEC, LEEC, LEFT, LEN e LMAC

Resolucao

y' — 4y +dy=e* & (D-20y=¢e" = (D—-2)% =0
& oy = c1€?t + eote® + Cgt262t, c1,Co,c3 € R.

Substituindo estas fungoes na equagao original obtém-se
(2c3e + 8cate 4 dest?e®) — 4(2este® + 2cst?e®) 4 4(cst?e®) = e,

ou seja, ¢z = 1/2. Concluimos que as solugoes da equagao dada sao

t2
y(t) = cre® + cote® + Eezt, c1,co € R,

2. Vamos procurar solugoes de uy = c*u,, da forma u(z,t) = X(x)T(t).
Substituindo na equacao diferencial, XT" = 2 X"T, ou CTQ; = )g(". Conclui-
se que ambos os membros da ultima igualdade sao uma mesma constante,
constante essa que designaremos por —A. Tem-se X" + AX = 0e T" =
—A\c*T. Das condigoes fronteira para u, vem u(0,t) = X(0)T(t) = 0 e
u(m,t) = X(m)T(t) = 0. Uma vez que nao queremos 7'(t) = 0 (porque isso
conduziria a u(z,t) = 0), tiramos X (0) = X (m) = 0. As solugdes nao nulas
de

X"+ AX =0em |0, 7,
{0 5m S

podem ser indexadas em n € Nj:

An = % - n27
X, (x) = ¢, sin(nz),

onde os ¢,’s sdo constantes. Agora a equacao T = —n?c*T, conduz a T'(t) =
d,, cos(nct) + epsin(nct), onde os d,’s e os e,’s sdo constantes. Fazendo o
produto de X,, por T,,, obtém-se

un(z,t) = sin(nx)[a, cos(nct) + by, sin(nct)],
com a, = c,d, e b, = c,e,. Cada uma destas funcoes u,, satisfaz a equacao
diferencial com as condicoes fronteiras impostas, logo

u(z,t) = Z sin(nz)|a, cos(nct) + by, sin(nct)]

n=1
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é também uma solucao formal da equacao diferencial com as condigoes fron-
teiras impostas. Para satisfazer as condic¢oes iniciais vamos impor que

u(z,0) = Z ay, sin(nz) = sin(z),

“+oo

u(z,0) = annc sin(nz) = sin(2x),

n=1
Pelo facto de as fungoes & — sin(nz) serem ortogonais em L*(0, 7), tira-se que
a; =1, by = 1/(2¢), sendo todos os restantes a,’s e b,’s nulos. Substituindo
na expressao para u(z,t),

w(z, £) = sin(x) cos(ct) + % sin(2z) sin(2ct)

Verifica-se facilmente que esta é uma solugao da equagao diferencial com as
condicoes fronteira e iniciais dadas. Foi provado nas aulas que o problema
posto tem uma tnica solucao usando o método da energia.

3. Consideremos a extensdo par, f, de f ao intervalo [—2,2]. Sabemos que

f(z) = % + g [am:os(?) + b, sin(?)] :

a, = %/_22 f(z) cos(?) dz,

b, = %/_22 f(z) sin(?) dzx.

Sendo a funcao f par, todos os b,’s sdo nulos e

a, = /0 f(z) cos(?) dr = /1 cos(?) dr = % [sin(mr) - sin(%)]

2 . <n7r) 2 (=1)"*+D/2 s p é fmpar,
= ——sin(— ) =4 " ) ?
nmw 2 0 se n ¢ par nao nulo.

2
aoz/ ldz =1.
1
Para || <2 e x # £1,

2 |:COS(7T£E/2) ~ cos(3mw/2) N cos(bmz/2)

com

O valor de ag é

_ 1
f@)=5-3 1 3 5
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onde a série do segundo membro converge pontualmente. Para x = +1, a
soma da série vale 1/2 enquanto f(+1) = 1. Restringindo z ao intervalo [0, 2]
obtém-se a série de cosenos de f.

cos| Zk=Dmz
Esbogo do grafico de & — 2 22:1(—1)16_1%
f(x)
—) gy ‘ W 7T
cos| (Bk—Dmz
Esbogo do gréfico de £ — 2 Z,lil(—l)k_l%-
4.
a)
Y
‘ tg L L1177
! Va3
ll BN
AR A A

Campo de direcgoes de ¢y = eV,
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b)

d)

z

Esboco dos graficos das solucoes de 3y’ = e¥ ",

A equacao é separavel:
t

e Yy =e "
Integrando ambos os membros entre t; e t,
e VO _ pylto) — o=t _ pto o y(t) _ log(e_yo +et— e—to)‘

Fazendo ty = 0 na expressao obtida na alinea b), obtém-se y(t) =
—log(e ¥ +et—1). Como se estd a supor que yo < 0, tem-se e %0 —1 >
0, pelo que a solucao esta definida em R. Além disso,

lim y(t) = —log(e ™ —1).

t——+o0

O grafico tem como assimptota o eixo dos t’s se este limite for nulo.
Isto corresponde a

—logle™ —1)=0 & e%"=2 & y= log%.
Fazendo yo = 0 na expressao obtida na alinea b), obtém-se
y(t) = —log(e™" — e 4+ 1).
Esta solugao existe para
el—e™+1>0 & ef>e™—1 & t<—logle ™ —1).

O intervalo méximo de existéncia da solugao é | — oo, —log(e™" — 1)].
Observagao: A dltima figura acima é simétrica em relagdo a recta
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y = t. Mais precisamente, seja ¢ < 0; se os valores yo da alinea ¢) e
to da alinea d) satisfazem yy = ¢ = g, entao os gréficos das solugoes
correspondentes podem ser obtidos um do outro por reflexao na recta
y = t. Isto é consequéncia da simetria da equacao diferencial: e™¥ dy =
e tdt. E por isso claro que se na alinea ¢) obtivémos o valor — log(e™¥% —
1), na alinea d) tinhamos que obter o valor —log(e " — 1).

5. Seja f : C — C, definida por
f(z) =72 = (z —iy)* = (2% — y°) — 2ixy.

Entao f,(z) = 2x — 2iy e —if,(2) = —i(—2y — 2iz) = —2x + 2iy. A equacdo
de Cauchy-Riemann, f, = —if,, é satisfeita para 2z = =2z A —2y = 2y,
ou seja apenas no ponto z = 0. Portanto, f apenas pode ser diferencidvel na
origem. Como f tem derivadas parciais continuas, f é de facto diferenciavel

em zero e f'(0) = f,(0) = 0.

6. 1% resolugdo. Seja log(re™) =logr+if, parar > 0e -3 < < 2. Entao
d% log z = % para z nao pertencente a parte positiva do eixo imaginario uniao
com zero. Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

1 ,
/— dz =log1 —log(—1) = —log(le™"") = .
z

Y

2* resolugdo. Como z — 1 ¢ analitica em C \ {0}, o Teorema de Cauchy

aplicado a regiao C\ {iy : y € R} } garante que podemos substituir o arco
pela semi-circunferéncia de raio 1 centrada na origem no semiplano &z < 0.
Esta semi-circunferéncia pode ser parametrizada por e com 6 € [—,0]. Por

calculo directo,
1 o1 .
—dz = —1e” df = .
~ % _p el

7. Sabemos que

2 2
smz:z—a—i-a—ﬁ—i-...
para z € C, logo
sinz — z 1 128 2 (=1)nenh
BT RO
26 31z3  blz 7! (2n+1)!

n=1

para z € C\ {0}. Logo, zero é um pdlo de ordem 3 da func¢do com residuo
1/5!. A funcao nao tem nenhuma outra singularidade para além de zero.
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8. Seja f : C\{—i,i} — C, definida por f(z) = (z241r1)2 = (z+i)21(z_i)2. Tem-se,

9(2) 1
7(2 — com g(z) = EEER

A funcao g é holomorfa em C\ {—i}. Seja R > 1 e 4 um contorno fechado
formado pela uniao do segmento de recta que une —R e R com a semi-
circunferéncia centrada na origem no semiplano superior, descrita no sentido
directo. Pela Férmula Integral de Cauchy,

/7 f(z)dz = A (zg(_zzy dz = 2mig' (i) = 2mi {_(ZTQZ)?)} - 27 - % =

Logo,

f(z) =

LSy R LE

O célculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +o00:

1

fea| < f N
/z:RA%z>0 |z|=RAS2>0 (R2 - 1)2
R
= (Rﬁﬂﬁ — 0 quando R — +o0.
Tomando o limite em ambos os membros de () quando R — 400, conclui-se
que [ Gripe dv = 5.
9.

a)

Os planos z e e*.

b)
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. 9

e

z [ —
Os planos e* +ee =% .

_c
e*+e’

O plano
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Analise Matematica IV
1° Teste - 28 de Outubro de 2006
LEBM + LEC + LEFT + LEGM + LMAC

Duragao: 90 minutos
Apresente os calculos

1. Seja f: C\ {0} — C, definida por

|Z‘6_‘Z‘

f(z) =

z

a) Calcule f(re?) em termos de r >0 e § € R.

b) Usando a equagao de Cauchy-Riemann na forma polar, f, = —% fo, €
f' = e f. estude a diferenciabilidade de f e calcule f'(z) quando
existir, apresentando o resultado em termos de z.

c¢) Calcule f\z\:w f(2)dz.
d) Represente geometricamente a imagem da circunferéncia de centro na
origem e raio 1, r = 1, percorrida no sentido directo, por f.

e) Determine o contradominio de f.

2. Calcule justificando, sem usar o Teorema dos Residuos,

a)

/ dz
b= (2 +1)3(2 = 3)
b)

3. Determine geometricamente a imagem da regiao {z € C: Rz >0e 0 <

3 2 < 2} pela transformagio z — —.
> z+1

4. Seja a € C, g inteira e sempre diferente de zero, v uma curva fe/chada
que nao passa por a, e f(z) = (2 — a)g(z). Determine o valor de [ J;((ZZ)) dz.
Justifique.
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Analise Matematica IV
1° Teste - 28 de Outubro de 2006
LEBM + LEC + LEFT + LEGM + LMAC

Resolucao

a) f(rew) — refg _ €_T_i9.

b) Como f, = —e " e fo = —ie7" " vem f, = —1fy & —e =
—%e""_w < r = 1. Ou seja, a fungao f satisfaz a equagao de Cauchy-
Riemann sobre r = 1. Por outro lado, como a funcao f tem derivadas
parciais continuas é diferenciavel (em todo o seu dominio) como fungao

de R?\ {(0,0)} em R? . Conclui-se que a fungao complexa f ¢é diferen-

cidvel em {z € C : |z| = 1}. Neste conjunto, f' = e f, = —e e 2
ou seja, f'(z) = —%1 para |z| = 1.
c) Seja a : [—m w] — C, definida por a(f) = we??. Por definigio,

™

Juer F2)dz = [T F(a(0))e'(0) dO = [T Zgime® df = 2x*e™i. Em

alternativa, [,_ f(z)dz= [, _ ‘Z‘ejz‘dz =7 [ tdz = 2n%e i
d)

1 +e_1

Os planos z e f(z).
A circunferéncia no plano f(z) é percorrida
no sentido dos ponteiros do relogio.

e) O contradominio de f é {z € C:0 < |z| < 1}. De facto, f transforma
circunferéncias de raio r em circunferéncias deraioe ™, er >0 < 0 <
e”" < 1.

a) Pela Férmula Integral de Cauchy,

/ dz _ 2mi al_2 1 _ 2mi
=2 (2 +1)3(2 = 3) 2l d22z2-3 . (2 —3)3 L
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b) Pelo Teorema Fundamental do Célculo, o integral das duas primeiras
parcelas é zero porque essas parcelas sao as derivadas das fungoes ﬁ

- +2, holomorfas em C \ {—3} e C\ {—2}, respectivamente. Pelo
Teorema de Cauchy, o integral das trés tltimas parcelas é zero porque
essas parcelas sao funcgoes inteiras. Logo, o resultado pretendido é igual
ao integral da terceira parcela, que (por célculo directo, ou pela Férmula

Integral de Cauchy) vale —27i.

3.
| :
Os planos z e z + 1.
Os planos T e ﬁ
Resposta: {z€ C: [z —1| <1 |z+1>1 e3z<0}.

) _ 9@+ GE-age) 1 g
- Goagl) zoa )

Sendo ¢ inteira, g é inteira e, como por hipdtese g nunca se anula, ¢'/g é

inteira. Assun f f(z ) 1z = fy — adz = 2min(y,a), porque pelo Teorema de
Cauchy f g
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Analise Matematica IV
4 de Janeiro de 2007
LEBM, LEC, LEFT, LEGM e LMAC

2° Teste — Perguntas 1, 2 e 3g) — 90 minutos
1° Exame — Todas as perguntas — 3 horas

Apresente os calculos

1. Considere a equacao diferencial ordinaria de 1* ordem 2t +y — yy’ = 0.

a) Esboce o seu campo de direcgoes e os graficos das solugoes. (2)
b) Verifique que y — 2t ¢é factor integrante. Resolva a equagao diferencial. (1.5)
De preferéncia, apresente o resultado numa forma factorizada de modo
a que fiquem claras duas solucoes particulares.

Considere agora a equacao diferencial ordinaria de 2* ordem x” — 2’ — 2z = 0.

c) Escreva a equacio na forma de um sistema de primeira ordem, X =  (0.5)
AX, com X = {x}
T
d) Calcule e?* e a solucio do sistema X = AX tal que X(0) = [zq 2o]”. (2)
Caso nao tenha resolvido a alinea c) tome A = 2 g .
e) Se 2/(t) # 0, entdo a funcdo t — x(t) admite inversa local = — t(x).  (0.5)
Mostre que L [2/(t(z))] = QII—JCI/ Portanto, as trajectérias do retrato

de fase do sistema correspondem aos graficos das solugoes da equagao
diferencial ordindria da alinea a). Indique os sentidos em que essas
trajectorias sao percorridas.

2. Sejam a,b > 0, e f € C?0,a] tal que f(0) = f(a) = 0. Considere o
problema (P),

Uzz (2, Y) + uyy(z,y) =0 se (x,y) € |0,a[x]0, 0],
u(0,y) =u(a,y) =0 se y € [0,0],

(P) uy(z,0) = se x € [0,al,
uy(x,b) = f(.??) se x € [O>a]
a) Determine a solucao de (P). (2)
b) Particularize a resposta & alinea anterior para f(z) = sin(22%). (0.5)
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3. Considere a fungao logaritmo principal, z — f(z) = log z.

a)

b)

)
d)

e)
f)

g)

Analise a diferenciabilidade de w +— g(w) = log(wLH): Fazendo z =

o1 escreva w em termos de z e determine geometricamente a imagem

no plano w do conjunto onde o logaritmo principal nao ¢ diferenciavel.

Calcule f\z\:z logzdz = lim, o+ [ .- logzdz usando o Teorema
‘argZ‘<7T—E
Fundamental do Célculo.

Calcule f\w|=2 log(wLH) dw usando integracao por partes.

Calcule a imagem da circunferéncia centrada na origem de raio 2, des-
crita no sentido directo, por w — —“-.
w+1
w LR __w z
Calcule f‘w|:2 log(wH) dw usando a substituicao z = =5 e a Formula

Integral de Cauchy, confirmando o resultado da alinea c).

Quais os possiveis valores de fﬂ{ log(wLH) dw ao longo de curvas simples
fechadas v contidas na regiao de holomorfia da funcao integranda?
Calcule o desenvolvimento em série de Laurent de z — 10gz)2 em torno

z—1
de z = 1. Classifique esta singularidade e calcule o resic%uo respectivo.
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Analise Matematica IV
1° Exame - 4 de Janeiro de 2007
LEBM, LEC, LEFT, LEGM e LMAC

Resolucao
a)y’:%%:%#m,comm:% Note-se que m = 0 = y = oo,
m:oo:>y’:1,m:—2:>y’:0,m:1:>y’:3,ey’:27m:
m = (m=—1oum=2).
Y
/ /
N
NN
‘\\ //4 f
‘\\4/ l
\ N trr
“VL - \ - t
32 F17 |, T Z 3
> b
AN
172’/“\*\
SV e TN
l/ig/// \\\
AN

Campo de direcgoes de y' = 1+ 2t/y.

‘.ﬂtﬁ

Esbogo dos graficos das solugoes de y' = 1+ 2t/y.

b) Multiplicando ambos os membros da equacao diferencial por y — 2t
obtém-se
M+ Ny' = (y* = 4t°) + 2ty — y*)y' = 0.
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Esta equagao é exacta porque M, = N; = 2y. Como R? é simplesmente
conexo, (M, N) é gradiante, ou seja, existe ¢ tal que Vo = (¢, ¢,) =
(M, N). Obtém-se

o 41?22 s o= —§t3 + t?zf + c1(y)
¢y =2ty —y ¢ =ty® — 3u° + c2(2)

4 1
<~ ¢: —§t3+ty2 — §y3+k51

A equacao diferencial pode ser escrita na forma

d
P& y(0) = o+ oy =06 6(ty(t) = ks

& —4 + 3ty® — o = —c.

Esta equacao tem as solucoes y = —t e y = 2t quando ¢ = 0. Factori-
zando,

(t+1y)(2t —y)* =c.

- x 0z + 12/ 01
X_{x”]_[2x+lx’]_[2 1]X'
d) O polinémio caracteristico de A é A2 —tr AN +det A =\ -\ -2 =

(A+1)(A —2). O vector [I — 1] ¢ préprio associado ao valor préprio
—1, e o vector [1 2|7 é préprio associado ao valor préprio 2. Logo,

A= SAS!,
B 1 1] 4 12 -1
S‘[—1 2}’ 5 _5{1 1}'
Portanto,
At_SAtS_l_l 1 1 6_t 0 2 _1
€ =»e 3] -1 2 0 ¢ | |1 1

L[ 2et4e¥ —et4e
3| —2e7t+2e% et 4 2e2

com

Esta matriz e é uma matriz Wronskiana. A solucdo do sistema com

condigao inicial X (0) = [xg 2]T ¢

X(t)=eMX(0) = % { 20(2e7 + €2) + d(—e "t + ) }

2o(—2e¢7t + 262 + o (et + 2e2)
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e) Pela derivada da fun¢ao composta,

d ., _d dt 2" 2z +a'
L) = S x X T BT

X — =
de 2/ x!
Esta é a equacao diferencial da alinea a),

dy 2t+y
a oy
com 2’ no lugar de y, e x no lugar de .

Se 2’ é positivo, entao x é crescente; se ' é negativo, entao x é decres-
cente:

\/LL_
Ay~

T~

Retrato de fase do sistema.

a) Vamos usar separacao de varidveis e procurar solugoes da forma

u(z,y) = X(2)Y (y).

Substituindo na equacao diferencial,

X" Y’ X"+ XX =0
" " o_ — _ — !
XY + XY =0, ou - A,ou{y,,_)\yzo'

Por outro lado, de u(0,y) = u(a,y) = 0 tira-se que X (0) = X(a) = 0.
Sabemos das aulas que

A, = o
— X" =X, =T
X(0)=X(a) =0, & Xo(z) = ¢, sin (222)
X¢O C"#()?
) n:172,3,....

97
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Facilmente se conclui que a equagao Y, — A\,Y,, = 0 conduz a
Y, (y) = a, cosh <@) + 0, sinh <@) )
a a
Agora de u,(z,0) = 0 tira-se Y,/(0) = 0, o que implica 3, = 0. Assim,

un(z,y) = Xp(2)Y,(y) = a, sin (@) cosh <@) n=1223,....

a a

Somando estas solugoes obtemos uma solucao formal da equacao de
Laplace com as condigoes fronteira especificadas na base do rectangulo
[0, a] x [0, b], assim como nos lados esquerdo e direito:

u(x,y) = ian sin <@) cosh <@) , (%)

a a

Finalmente, de u,(z,b) = f(x) conclui-se que devemos ter

{an”—” sinh <”—”b)} sin (?) = f(z). ()

a a

WE

n=1

Estendendo f como func¢ao impar ao intervalo [—a, a] e expandindo a
extensao de f em série de Fourier, obtém-se

2 a
ann—ﬂ sinh (_mrb) = —/ f(z)sin (_mrx) dx,
a a a /o a

ou seja,
S [ S@sin () de, (e
p = —————~ x)sin (— ) dx,
n sinh ("T”b) 0 a
paran = 1,2,3,.... A solugao de (P) é dada por (x) com os coeficientes

a, definidos por (k * )
b) De (x*) com f(z) = sin (2£), tira-se que

a

2 2
a2—7r sinh <ib) =1
a a

e que os restantes a,’s sao zero. Assim,

(x,y) = a si 2 cosh 27r_y
UHY = 27 sinh (2—”1’) M\ a )’

a
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3.
a) Sabemos que a fungao f nao estd definida em 0 e nao é diferencidvel
em S =] —00,0[. Como
W B z 1
w41 o oz—1 z—1’

a funcao ¢ nao esta definida em 0 e nao é diferencidvel na imagem de

SporzH—l—ﬁ.

‘ z ‘ z—1 1
| H i

1
Os planos z, z — 1 e .

1 z
Os planos —— e —-%;.

Conclusao: a funcao g é holomorfa em C\ [—1,0].

b)
/ logzdz = lim L= lOgzdz
|z[=2 e—0F larg z|<m—€
2¢i(m—e¢)
= lim (zlogz — 2)
e—07F 2€7i(7"75)
= lim+[26i(”_€)(log2 +i(m—e)—1)
e—0
—2¢7 9 (log2 —i(m — €) — 1)]
—2(log2 +im — 1) +2(log2 —im — 1)
—4mi.
d w d 1 1
c) Como J-rt7 = %(1 - w—+1) = (w2’

w w —2 w
/w|:210g (-27) dw = wlog ()| - /lw:2w7+1mdw
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w o 1
d) Tem-se ;%5 =1— 5.

RE

Os planos w, w + 1.

1 1
w1 w41

‘—T‘«E%_]—T——

1
Os planos -5 e — 5.

As duas circunferéncias sao descritas no sentido inverso.

1
w—+1

O plano —%-. A circunferéncia é descrita no sentido inverso.

w+1"
w _ 1 _ - d _
e) f|w\:2 log () dw = _f|z—4/3|=2/3 log 2=z dz = _QMEIOgZ‘zzl =
—27?@'%‘2:1 = —2mi. A primeira igualdade resulta de Cfl—lz" = dilz(—l —
L) = (Z_11)2 e da circunferéncia |z —4/3| = 2/3 ser descrita no sentido

inverso. A segunda igualdade resulta da Férmula Integral de Cauchy.
f) A fungao w +— log(-%5) ¢é holomorfa em C\[—1, 0], pelo que o Teorema

de Cauchy implica que f7 log(#ﬂ) dw = £27i se v é homotodpica em

C\ [-1,0] & circunferéncia centrada na origem de raio 2 descrita no

sentido inverso (directo), e é igual a 0 se v é homotdpica a um ponto.
g) Para |z — 1] < 1,

dlogz = 1 = 1+(i_1):1—(z+1)+(z—1)2—(z—1)3+...,
z— 2 z— 3 — 4
logz = (z—l)—(2l) —i—(31) —(41) +...,
log z 1 1 z2—1 (2—1)
e = st SF it

O desenvolvimento em série de Laurent permite concluir que o ponto 1
¢ um poélo de primeira ordem com residuo igual a 1.
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Analise Matematica IV
2° Exame - 19 de Janeiro de 2007
LEBM, LEC, LEFT, LEGM e LMAC

Duragao: 3 horas
Apresente os calculos

1. Estude a diferenciabilidade da fungao f : C — C, definida por
flx+iy) =z +i(y + 2?)

e calcule a sua derivada quando existir.

2. Seja f: C:— C,

flx+iy) = ulz,y) +iv(r, y),

uma funcao inteira e F : R? — R? o campo vectorial associado a f:

F(a,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Relacione o Jacobiano de F' com a derivada de f. Seja S C R? um conjunto
compacto onde F ¢ injectiva. Escreva [, F(5) du dv nas variaveis x e y.

3. Seja f inteira, a € C, r >0 en € N.

a) Calcule o desenvolvimento em série de Laurent de z — g(z) = L&

T (za)m
em torno de a.
b) Sem usar a férmula integral de Cauchy, a partir do resultado da alinea
anterior calcule | g(z) dz. Justifique.

z—al=r

4. Seja a > 0. Calcule justificando e usando integrais de contorno

2
x
/R (2% 4 a?)? dr.

5. Considere a equagao diferencial linear ordinaria de 1* ordem

y — y_q.
x
a) Esboce o seu campo de direcgoes e os graficos das solugoes.
b) Em que regides do plano sao (de)crescentes as solugoes? Onde ocorrem

0s minimos e os maximos?
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Exame de AMIV - 19.1.07 2

c) Determine analiticamente a solucao que satisfaz y(zo) = 4o, onde zo €

R\ {0}.

d) Calcule lim,_oy(x) e lim,_o v (z).

6. Considere o sistema

! 10 x x
X=|"|=4Xx = . X =",
F it IO Y
a) Calcule e e a solucio do sistema.
b) Se 2/(t) # 0, entao a funcdo t — xz(t) admite inversa local x +— t(x).

Mostre que -L[y(t(z))] = 1+ £. Trace o retrato de fase do sistema.
Justifique.

7. Determine a solucao geral de

y/l_y — _4€—t.

8. Seja f : [-m, 7] — R, definida por

f<x>={ Lose o] < 5,

0 caso contrario.

a) Calcule a série de Fourier de f. Indique os cinco primeiros termos nao
nulos da série apresentando o resultado de forma simplificada.

b) Calcule

] 1+1 1+1 1+
2 4 5 7 8 7
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Analise Matematica IV
2° Exame - 19 de Janeiro de 2007
LEBM, LEC, LEFT, LEGM e LMAC

Resolucao

1. A funcdo f é diferencidvel como funcao de R? em R?. Logo, a funcao f
serda diferenciavel nos pontos em que satisfizer a equacao de Cauchy-Riemann,
fo = —ify. Tem-se f, =1+ 2ixe f, =1 = —if, = 1. Conclui-se que f ¢é
diferenciavel nos pontos x + iy tais que z = 0, ou seja no eixo imaginario. A

derivada é f’(iy) = f.(iy) = 1.

2. Se f ¢ diferenciavel, entao satisfaz a equacao de Cauchy-Riemann f, =
—ify. Como f, = u, +iv, e —if, = —iu, + v, tira-se u, = v, € Uy, = —v,.
Além disso, f' = f,. Logo,

Uy Uy

JF = det DF = — =ul + vl =|f> = |

Uy Uy

Sendo S compacto e F' continua, F'(S) é compacto e portanto mensuravel.
Usando a férmula de mudanca de varidveis de integracao, [[ (5) dudv =

[[s1det DF|dxdy = [[o|f'|* dx dy.
3.

a) Como f é inteira, para todo o z € C,

f*(a)
K]

f(z) = fla)+ f'(a)(z —a)+ (z—a)®+...+ (z—a)f+....

Dividindo ambos os membros desta igualdade por (z — a)",

a "(a (@) /2! (n=2) () /(n—2)!
g(z) - (zf_(a))n + (zfa()n)—l + (’i_(a))’r{,g [ + %
g;(,z)

SV @)/ (=1t

T 0
g2(2)

™ o () £+ (a) 2

+ n! + (n-‘,—l)! (Z _ a’) (n+2)! (Z — CL) + ey
93‘(;)

para todo o z # a.
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b) Seja

Gi(z) = _f@/=1) _ fa)/(n=2) _ fUa)/(n=3)2) [P (a)/(n=2)!

(z—a)n—1 (z—a)—2 (z—a)n—3 T (z—a)

Entao G'(z) = g1(2), pelo que g; é a derivada de uma fungao ho-
lomorfa e f\z—a\:r g1(z)dz = 0. Como g3 ¢ inteira, pelo Teorema de

Cauchy, também f\z_a\:r g3(2) dz = 0. Finalmente, por calculo directo,
f| —L_dz = 2mi. Combinando estes resultados,

z—al=r z—a

7]6(2) z= z z z)|dz = m‘if(n_l) @)
| Gte= [ e e e = 2wt

4.
Seja f : C\ {—ia,ia} — C, definida por f(z) = (zgﬁﬂ)g = (z+m)§zz_m)2.
Tem-se,
_9(») _ 2
J(2) = (z —ia)?’ com 9(2) = (z +1a)?

A fungdo ¢ é holomorfa em C\ {—ia}. Seja R >aey={z¢€ C:SQz =
OA|z| < R}U{z € C:3z>0A|z| = R}. Pela Férmula Integral de Cauchy,

/ f(2)d> — / _9G) 4. origlia) = 2mi {w} )

(z —ia)? (z +ia)?
o 22303 T
= A i T 9

Logo, .
s
50 = /_Rf(x) dx+/|z|:RA%Z>O f(z)dz. (%)

O calculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +o00:

R2
f(z)dz| < / ———\dz
‘/|z|=R/\%‘z>0 ( ) |z|=RAS2z>0 (R2 - a2>2‘ ‘

3
= _ — 0 quando R — +o0.

(R2 _ a2)2

Tomando o limite em ambos os membros de () quando R — 400, conclui-se

o0 22 oz
que f—oo (z2+a?)? dr = 2a°
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y =14+%=1+m, comm = 2. Note-se, por exemplo, que m =0 =
Yy=1m=1=y =2 m=-1=9y =0 m=oc0=1y =00, ¢
y=14+m=m=m=o0.

Yy
f 4
|
T !
T \1 ,
ST T
///’/’/4\. v
S S
"/ B S g
\M///
N>
NI
f \ \ \\4’

Campo de direcgoes de ¢y = 1+ y/x.
Y

Esbogo dos graficos das solugoes de y' = 1+ y/z.
b) As solugoes sao decrescentes quando

y’<0<:>m<—1<:>g<—1<:>(y<—x/\x>00uy>—x/\x<0),
x

e sao crescentes quando

y’>0<:>m>—1<:>g>—1<:>(y>—x/\x>00uy<—x/\x<0).
Xz

Teém pontos de estacionaridade em

Yy =0m=-1&y=—uzx,
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d)

sendo que os maximos ocorrem em y = —x ¢ x < 0, e os minimos em
y=—-xex>0.

Um factor integrante é el( = e~ loglel = ﬁ, pelo que 1/z é tam-
bém factor integrante. Multiplicando a ambos os membros da equagao
por este factor integrante obtém-se

y oy 1 d <y> 1
o= & —(2)==.
r 12 oz dx T

—1/x)dx

Integrando de zy a x, vem

y(@)  ylzo)

s
= log |z —log|zo| < y(z)=yo— +xlog|—
To o

uma vez que y(xg) = yo. Na realidade podemos escrever y(x) = yoﬁ +

x log < ) porque as solugoes com xy > 0 estao definidas para x > 0, e
as solugoes com xy < 0 estao definidas para x < 0.

, o dog(x/xe) L wo/r X 1/wme B
lyle) =l == = I = — =~ lime =0
e
limy/(z) =1 LARNE | al 1] = —
lim y (x) lim LO + log (xo) + ] 00
A matriz AT = J = (1] 1 } , J em forma canoénica de Jordan. Usando

a definicao de exponencial,

1
et = I+At+—'A2t2 —I+JTt+2(JT) 2+

1 T
= I+t SR = (I Ty §J2t2 ¥ )
_ (eJt)T _ €t tet T 1 0 t
0 ¢ t 1
A solucao do sistema é

X(t) = eX(0) = [ . fi " } é'.
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b) Pela derivada da fungao composta,

d _dy dt Yy x+y

@)= x o =" =——=1+

Portanto os gréaficos das solucoes da equacao diferencial correspondem
a trajectorias do retrato de fase do sistema. Ha no entanto que juntar
as trajectérias X (t) = [0 yo]Te’, correspondentes justamente ao fluxo
ao longo da unica direccao propria, que nao correspondem a graficos
de fungoes de x. Para determinar o sentido em que as trajectorias sao
descritas podemos observar que na direccao do vector préprio, [0 1]7,
o fluxo afasta-se da origem ja que o valor préprio associado é 1. Ao
longo das outras trajectorias os sentidos podem ser determinados por
continuidade. Em alternativa, se x é positivo, entao x’ é positivo, pelo
que x € crescente; se x ¢ negativo, entdao ' é negativo, pelo que x é
decrescente.

v
= A444
L
X
.
Vv AN
v I

O retrato de fase do sistema.

7. Designando por D o operador de derivacao,

—y=—de" & (D*-1ly=-4e"' < (D-1)(D+1)y=—de"

= D-1)D+1)y=0 < y=ce +ce ' +cste

Substituindo na equagao original obtém-se,

(cste™) —cste™ = —de™! & —2c3e" = —de”! & c3=2.

A solucao geral da equacao dada é

y = cre' + coe "t + 2te ",
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a) Como f ¢ seccionalmente C', para todos os pontos de continuidade, ou

seja x & {—m/3,7/3},

+ Z an cos(nx) + by, sin(nz)]

n=1

%o
2
com

= %/_7; f(x)cos(nx)dx e b, = %/_7; f(x)sin(nx) dx.

Como f é par todos os b,’s sao nulos e

_ 2 ”/3 ( )d o % se n = s
A, = ™ /s cos\nxr)axr = %Sln(%) sen;«é07
% sen =0,
0 sen=3k+3,

- +§ sen = 6k+1oun=6k+2,
V3 se n =6k +4oun=6k-+05,

nm

onde k € Ny. Assim,

f(z) = %+£ cos(x) + %cos(Qx) — icos(llx) — %cos(5x) +...0 . (%)

b) O ponto 7 é um ponto de continuidade (da extensdo periédica) de f,
pelo que podemos tomar x = 7 na igualdade (x). Obtém-se

2+4 5+7 8—1—...——9

Nota: Para calcular a soma no enunciado também se podia escolher o
ponto x = /3, caso em que a soma da série de Fourier vale 1/2 (média
dos limites laterais de f nesse ponto).
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