Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
2° Teste - 21 de Dezembro de 2013
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2. Um factor integrante é e~/ ¢ = |—1‘ Podemos usar % como factor in-
1

tegrante. Multiplicando ambos os membros das equagao diferencial por ,
obtém-se

r, 1 ]
A
Reconhecemos no primeiro membro a derivada do factor integrante vezes y:
d /1
~ (= -1
dt(ty>

Integrando ambos os membros de 1 a ¢t e usando a condigao inicial y(1) = 2,
vem

1 2

3. O operador D + 2 aniquila ¢ + 8¢7%. Se y ¢ uma solucao da equacao
diferencial, entao

(D +2)(D* +4)y = 0,
isto é,
y = ce ' + dcos(2t) + esin(2t).

Substituindo esta expressao para y na equacao original, obtém-se

(D? + 4)(ce " + dcos(2t) + esin(2t)) = 8¢~ *
& (D*+4)(ce™) =8 .

Logo, ¢ = 1. A solucao geral da equacao do enunciado é

y(t) = e " + dcos(2t) + esin(2t).

a) O polindmio caracteristico da matriz do sistema é
pPA) =X = A=2=A+1)(A-2).
A solucao geral do sistema é
X(t) =cre’ { _11 } + cpe® [ ? } :
A solucao do sistema que satisfaz a condicao inicial é

To— 2yo _ 1 o + Yo 2
X(t):Tet[_l]—i- 3 th{l}.
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5. Para cada t, prolonga-se u como funcao impar em z e peridédica em z, de
periodo 27. Em particular, uy também fica impar. Entao, para cada ¢ fixo,
desenvolvendo = +— u(x,t) em série de Fourier,

e}

u(z,t) = Z b, (1) sin(nz).

n=1

As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na equa-
¢ao diferencial, vem

Z b (t) sin(nx) Z n?b,(t) sin(nx) + 8¢ * sin(2x).

Usando a unicidade dos coeficientes de Fourier,

by(t) = —4bo(t) + 8,
V. (t) = —n?b,(t) para n # 2.

Usando o resultado da Pergunta 3., a expressao para os b,’s é

ba(t) = e 4 c5 cos(2t) + L sin(21),
by(t) = ¢, cos(nt) + L sin(nt) para n # 2.
Portanto, obtém-se

u(z,t) = e *'sin(2x) + Z [, cos(nt) + = sin(nt)] sin(nz).

n=1
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A equacao diferencial esta formalmente satisfeita. Resta garantir as condigoes
iniciais. Uma vez que

e}

u(z,0) = sin(2z) + Z ¢y sin(ne),
n=1
deve escolher-se c3 = —1 e os outros ¢, nulos. E uma vez que

u(x,0) = —2sin(2x) + Z d,, sin(nzx),

n=1

devem escolher-se os d,, nulos. A solucao fica

u(z,t) = e * sin(2z) — cos(3t) sin(3z).

6. A projeccao de f no subespago de L?|—7, ] gerado por x — cosz é

aq COST
com
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a; = —/ |x| cosxdx = —/ x cosxdx
i - T Jo
2 . o2 [T 4
= —zxsinzx| — — sinzxdr = ——.
T o TJo T

Logo, a projec¢ao de f no subespago de L?[—m, 71| gerado por x +— cosz ¢

4
— —Cos .
T
A componente de f ortogonal ao subespaco de L?[—, 7] gerado por z — cos x
é igual a

4 4
flz) — <——cosx) = |z| + —cosx.
T T



