Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
2° Teste - 22 de Dezembro de 2012
LMAC, MEBiom e MEFT

Resolucgao
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b) Sim, o Teorema de Picard-Lindel6f garante unicidade de solugao de um
problema de valor inicial para esta equagao porque a funcao y — ﬁ
é de classe C1.

c) A equagao admite a solucdo identicamente nula e admite as solugoes

2

Loyl =t+e
2
onde ¢ € R.
d)
=4y Ny _ -y
dy \y>2+1) dt  (y2+1)3
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df vy y___1
dt \1+t2) 142

A solucao do problema de valor inicial é

2. Um factor integrante é A equacao diferencial pode escrever-se na

forma

y(t) = (yo — arctant)(1 +t%).

Tem-se y(t) > 0 para todo o t sse yo > 7.
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3.
a) O sistema admite o vector préprio v; :{ ; } associado ao valor proprio
—5 e admite o vector préprio vy :{ —31 } associado ao valor proprio 5.

A solugao que no instante ¢ = 0 vale X :[ zo } é
0

_ $0+3y0 3:1:0 yo 5t
X(t) = =5 Sty + e’ vy.

b) As trajectorias sao horizontais sobre a recta y = — 2z. A fungao X (t) =
0 é obviamente uma solugao. Neste caso nao faz sentido falar no espaco
tangente a trajectoria porque a trajectéria nao é uma curva, é um

ponto.
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a) Prolonga-se u como funcao impar em z e periédica, de periodo 27. Para
cada t fixo, o desenvolvimento de u(-,t) em série de Fourier é

o0

u(z,t) = Z (b, (1) sin(nz)].

n=1
Com a funcao u desta forma, as condigoes fronteira estao formalmente
satisfeitas. Substituindo a série para u na equagao diferencial obtém-se

[e.e] o

Z[bg(t) sin(nz)] = — Z[nan(t) sin(nz)] + 5e~ ' sin(2z).

n=1 n=1
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Usando a unicidade dos coeficientes de Fourier, vem

b;;(t) = _n2bn<t>7 Pal"a”#Z
Vy(t) = —4by(t) +5e "

Isto conduz a

bu(t) = cycos(nt) + % sin(nt), paran # 2,
bao(t) = cocos(2t) + %2 sin(2t) + e~ "

Substituindo na expressao para a funcao u, obtém-se

u(z,t) = [epcost+dy sin t]sinx +
s cos(2t) + L sin(2t) + e”'] sin(2z)

+ Z[cn cos(nt) + % sin(nt)] sin(nx).
Usando a condicao inicial

0 =uy(x,0) = dysinx + (dy — 1) sin(2x) + Z d, sin(nx),

n=3

venl

u(x,t) = [$sin(2t) + e '] sin(2z) + Z[cn cos(nt) sin(nx)].

n=1

b) Usando a expressao obtida para u na alinea anterior, obtém-se

u(z,0) = sin(2x) +chsm nx)

n=1

Para que o segundo membro coincida com sin(2z)+ug(x), os coeficientes
¢, devem ser dados por

™
Cpn = %/ uo(x) sin(nx) dx.
0
c) As condigoes de compatibilidade para a fungao ug sao

uo(0) = uo(m) = ug(0) = ug(w) = 0.
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a)

b)

A funcao v : [0,1] x [0, 4+o00] definida por
v(z,t) =u(x,t) —u(l — x,t)

é uma solucao do problema com condicao inicial nula. Logo, v é iden-
ticamente nula, ou seja, u(x,t) = u(l —z,t). Portanto, u( -,t) é par em
torno de (/2 para todo o t > 0.

Se u(-,t) é par para todo o t € R, entao u(-,0) é par, ou seja, ug é
par. Se u(x, -) é par para todo o x € [—[,l], entdao u(x,t) = u(x, —t).
Derivando ambos os membros desta igualdade em ordem a ¢, obtém-se

ur(z,t) = —uy(x,—t). Em particular, u;(z,0) = —u(z,0). Logo, vy é
identicamente nula.
Inversamente, suponha-se que wug é par e vg = 0. A fungao v : [—[,[] xR

definida por
v(z,t) = u(x,t) —u(—x,t)

é uma solucao do problema com condigoes iniciais
v(z,0) = up(x) — up(—z) =0,

ve(2,0) = uy(z,0) — ug(—2,0) = vo(z) — vo(—2) =0—0=0.

Logo, v é identicamente nula, ou seja, u(z,t) = u(—=x,t). Portanto,
u(-,t) é par. Também a fungao w : [—[,1] x R definida por

w(z,t) = u(z,t) —u(z, —t)
¢ uma solucao do problema com condigoes iniciais
w(z,0) = ug(x) — up(z) =0,

w(x,0) = uy(2,0) + u(z,0) = vo(x) + vo(z) =0+ 0=0.

Logo, w ¢ identicamente nula, ou seja, u(z,t) = u(z, —t). Portanto,
u(zx, -) é par.



