Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
2° Teste - 18 de Dezembro de 2010
LMAC, MEBiom e MEFT
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b) A equacioy’ = y*—1 é separdvel, podendo ser escrita na forma canénica

1 1 1
y =1 ou (———)y’zQ
y?—1 y—1 y+1

Pela derivada da funcao composta,

i]n‘m =
dt ly(t) +1
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Integrando ambos os membros de 0 a ¢, usando a condigao inicial y(0) =
0 e o facto de —1 < y(t) < 1,

1—y() 2t . 1—e*
1+ y(t) €, ou seja, y( ) 1+ e2t

2. Comecgamos por escrever a equacao

1, 2
—y — Sy=zlnz
x x
na forma canoénica das equagoes lineares homogéneas,

2
y — Zy=2*Inx.
x

Um factor integrante é e~/ 2de = m% Multiplicando ambos os membros por
este factor,

1, 2 | . d<y> |
—y' — =Zy=1Inz ouseja, —(-=)=Inz.
x? x3y 13 dr \z

Uma primitiva de In x calcula-se por partes,

/lnxdx:xlnx—/ldx:xlnx—x.

y<:§) —&S):xlnx—x—elne—i—e:xlnx—x.
x e

Logo,

Finalmente, a condi¢io inicial y(e) = ¢ implica

y(z) = 2*(xlnz — 2+ 1).

a) O polinémio caracteristico de A é p(\) = A2 =X = A\(A—1), pelo que os

, . - ;. . 1
valores préprios sao 0 e 1, com vectores préprios associados vy :{ 1

e vy :{ (1) ], respectivamente. Assim, tem-se A = SAS~! com
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b)

A solucao do sistema X' =

X(t) =

SeAtsilXo

AX que satisfaz X (0) = X, é

mello o] ] L]

Tovo + (zo + yo)e'v

xo{_”+(xo+yo)et{ﬂ.

|
|
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4. Designando por D o operador de derivacao, podemos escrever a equacao
diferencial na forma (D? + 4)y = ¢'. Como o operador D — 1 aniquila e,

(D* +4)y = ¢

o que é equivalente a

Substituindo na equacao original,

(D? 4 4)(cy cos(2t) + cosin(2t) + cze’) = ' & (D?

(D —1)(D* +4)y =0,

y = c1 cos(2t) + o 8in(2t) + cze’, com ¢y, co,c3 € R.

4)(cze’) = ¢t

+
1
& C3 = g
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Portanto, a solucao geral da equacao dada é

1
y = 1 cos(2t) + cosin(2t) + get com ¢y, ¢ € R,

5. Estendemos u com funcao impar em z, e periddica em x, de periodo 27.
Para cada y fixo, desenvolvemos u em série de Fourier,

Zb ) sin(nx) (1)

Assim, as condigoes fronteira u(0,y) = 0 para y € [0,b], ¢ u(m,y) = 0
para y € [0, b] estao formalmente satisfeitas. Para que u satisfaca a equagao
diferencial, —Au = u, devera ter-se

[e.9]

Z(n2bn(y) — b (y)) sin(nx) Z b, (y) sin(nz)

n=1

Pela unicidade dos coeficientes de Fourier,

n’bu(y) — by (y) = ba(y) < bi(y) = (n* = 1)bu(y).

Obtém-se

bi(y) = a+diy,
bu(y) = cpcosh(vVn?—1y)+d,sinh(vn?—1y), sen > 2.

Substituindo em (1), somos conduzidos a

0)= Z ¢y sin(nz).

Para garantir a condigao fronteira u(z,0) = 0, devemos escolher todos os ¢,’s
nulos. Logo,

u(z,y) = dyysin(z) + Z d, sinh(vVn? — 1y) sin(nz). (2)
n=2
Finalmente, resta garantir a condigao fronteira u(z,b) = f(x). Como

u(x,b) = dibsin(z) + Z dy, sinh(vn2 — 1b) sin(nx),
n=2
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deveremos escolher
1 s

dib = —/ f(x)sin(x)dx =

d,, sinh(\/n2 -1 b) = —
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para n > 2. Isto é,

d = %/OW f(x)sin(x) dx,

d, =

sin(nx) dx

9 ™
7Tsinh(\/n2 -1 b) /0 /(@)

para n > 2. Em conclusao, a solucao do sistema do enunciado é dada por (2)
com estes coeficientes d,,.

6. A funcao u tem que ser nao negativa. Com efeito, suponhamos por con-
tradicao que u é negativa nalguma subregiao de 2. Entao tem um minimo
absoluto, assumido num ponto, digamos x(, necessariamente pertencente a
Q2. Tem-se por um lado Au(xg) = Uz, (x0) + wyy(ro) > 0 e por outro lado
u(zg) < 0. Isto contradiz Au(xy) = u(xy) e prova que u é nao negativa.



