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Resolução

1.
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b) A equação y′ = y2−1 é separável, podendo ser escrita na forma canónica
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Pela derivada da função composta,
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Integrando ambos os membros de 0 a t, usando a condição inicial y(0) =
0 e o facto de −1 < y(t) < 1,

1− y(t)

1 + y(t)
= e2t, ou seja, y(t) =

1− e2t

1 + e2t
.

2. Começamos por escrever a equação

1

x
y′ −

2

x2
y = x ln x

na forma canónica das equações lineares homogéneas,

y′ −
2

x
y = x2 ln x.

Um factor integrante é e−
∫

2

x
dx = 1

x2 . Multiplicando ambos os membros por
este factor,

1

x2
y′ −

2

x3
y = ln x ou seja,

d

dx

( y

x2

)

= ln x.

Uma primitiva de ln x calcula-se por partes,

∫

ln x dx = x ln x−
∫

1 dx = x ln x− x.

Logo,
y(x)

x2
−

y(e)

e2
= x ln x− x− e ln e + e = x ln x− x.

Finalmente, a condição inicial y(e) = e2 implica

y(x) = x2(x ln x− x+ 1).

3.

a) O polinómio caracteŕıstico de A é p(λ) = λ2−λ = λ(λ−1), pelo que os

valores próprios são 0 e 1, com vectores próprios associados v0 =
[

1

−1

]

e v1 =
[

0

1

]

, respectivamente. Assim, tem-se A = SΛS−1 com

Λ =

[

0 0
0 1

]

, S =

[

1 0
−1 1

]

, S−1 =

[

1 0
1 1

]

.
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A solução do sistema X ′ = AX que satisfaz X(0) = X0 é

X(t) = SeΛtS−1X0 = [v0 v1]

[

1 0
0 et

] [

1 0
1 1

] [

x0

y0

]

= x0v0 + (x0 + y0)e
tv1

= x0

[

1
−1

]

+ (x0 + y0)e
t

[

0
1

]

.

b)

x

y

x

y

4. Designando por D o operador de derivação, podemos escrever a equação
diferencial na forma (D2 + 4)y = et. Como o operador D − 1 aniquila et,

(D2 + 4)y = et ⇒ (D − 1)(D2 + 4)y = 0,

o que é equivalente a

y = c1 cos(2t) + c2 sin(2t) + c3e
t, com c1, c2, c3 ∈ R.

Substituindo na equação original,

(D2 + 4)(c1 cos(2t) + c2 sin(2t) + c3e
t) = et ⇔ (D2 + 4)(c3e

t) = et

⇔ c3 =
1

5
.
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Portanto, a solução geral da equação dada é

y = c1 cos(2t) + c2 sin(2t) +
1

5
et com c1, c2 ∈ R.

5. Estendemos u com função ı́mpar em x, e periódica em x, de peŕıodo 2π.
Para cada y fixo, desenvolvemos u em série de Fourier,

u(x, y) =

∞
∑

n=1

bn(y) sin(nx). (1)

Assim, as condições fronteira u(0, y) = 0 para y ∈ [0, b], e u(π, y) = 0
para y ∈ [0, b] estão formalmente satisfeitas. Para que u satisfaça a equação
diferencial, −∆u = u, deverá ter-se

∞
∑

n=1

(n2bn(y)− b′′n(y)) sin(nx) =
∞
∑

n=1

bn(y) sin(nx).

Pela unicidade dos coeficientes de Fourier,

n2bn(y)− b′′n(y) = bn(y) ⇔ b′′n(y) = (n2 − 1)bn(y).

Obtém-se

b1(y) = c1 + d1y,

bn(y) = cn cosh
(
√
n2 − 1 y

)

+ dn sinh
(
√
n2 − 1 y

)

, se n ≥ 2.

Substituindo em (1), somos conduzidos a

u(x, 0) =
∞
∑

n=1

cn sin(nx).

Para garantir a condição fronteira u(x, 0) = 0, devemos escolher todos os cn’s
nulos. Logo,

u(x, y) = d1y sin(x) +
∞
∑

n=2

dn sinh
(
√
n2 − 1 y

)

sin(nx). (2)

Finalmente, resta garantir a condição fronteira u(x, b) = f(x). Como

u(x, b) = d1b sin(x) +
∞
∑

n=2

dn sinh
(
√
n2 − 1 b

)

sin(nx),
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deveremos escolher

d1b =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(x) dx =
2

π

∫ π

0

f(x) sin(x) dx,

dn sinh
(
√
n2 − 1 b

)

=
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx) dx =
2

π

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx

para n ≥ 2. Isto é,

d1 =
2

πb

∫ π

0

f(x) sin(x) dx,

dn =
2

π sinh
(√

n2 − 1 b
)

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx

para n ≥ 2. Em conclusão, a solução do sistema do enunciado é dada por (2)
com estes coeficientes dn.

6. A função u tem que ser não negativa. Com efeito, suponhamos por con-
tradição que u é negativa nalguma subregião de Ω. Então tem um mı́nimo
absoluto, assumido num ponto, digamos x0, necessariamente pertencente a
Ω. Tem-se por um lado ∆u(x0) = uxx(x0) + uyy(x0) ≥ 0 e por outro lado
u(x0) < 0. Isto contradiz ∆u(x0) = u(x0) e prova que u é não negativa.


