Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Teste - 2 de Novembro de 2019
MEAer, MEAmbi, MEEC, MEQ

Resolugao

a) Uma vez que f é de classe C? e
Af - fmc + fyy - 2(2 + 204))

f é harménica sse « = —1. Assim, f é harmonica sse («, ) = (—1, 5).
b) Para que f seja holomorfa tem que ser harménica. Logo, « = —1 e

flx+iy) = (—z — Bay) +i(x? —y* —y).

Tem-se
fo = —(1+ By) + 2ui,
fy = —Br—i(l+2y),
—if, = —(1+2y)+ fui.
Assim, f é R-diferenciavel em C porque tem derivadas parciais con-
tinuas. E diferenciavel para § = 2 porque é nesse caso que é sa-

tisfeita a equagdo de Cauchy-Riemann. Resposta: («, ) = (—1,2).
f'=fe=—0142y) +2xi=—1+2iz.
c) Usando a férmula integral de Cauchy, obtém-se

[f’(z)]Q _ om ()12 = A w
/|z|2(z+1)2dz = 2mi ([f'(P)].__, = 4mif (-1)f"(-1)

= Armi-(—1—2§) - 2i = 87 + 16mi.

a) Parametrize-se a circunferéncia usando 2(6) = € com 6 € [-%, 2]
Tem-se
3T

/ logzdz = / " (i0)ie d
|z|=1 —

s
2
3T

) 3m 2
= i@ezg‘fz —/ ie' df = 2.
2 -

us
2

[versao 2]
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b) Nao existe nenhuma fun¢ao holomorfa em C \ {0} cuja derivada seja
o logaritmo do enunciado porque ele é descontinuo e a derivada de
uma funcao holomorfa é holomorfa. O maior subconjunto aberto de
C\ {0} onde o logaritmo do enunciado é primitivavel é C\ {0} com o
eixo imagindrio negativo removido. De facto, como este é um conjunto
simplesmente conexo onde o logaritmo é holomorfo, pelo Teorema de
Cauchy, o integral da funcao sobre qualquer curva fechada contida no
conjunto vale zero. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, a funcao é

primitivavel.
3.
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n=0
vélido para 0 < |z| < 2. O ponto zero é um pélo de segunda ordem da fungao.
4.
a)
I & L1
cos — = ZO(—l) @

Uma vez que ®I* tem uma singularidade removivel em 0, a fungao

tem uma singularidade essencial em zero. z — cos = é holomorfa em

23
C\ {0}. Seja g a funcao inteira definida por g(z) = 2% para z # 0,
9(0) = L.
sin z 1 = g™ (27)
— _ o)
(z —2m)%2z (2 —2m)2 nz:% n! (z=2m)",
para todo o z # 2m. Tem-se g(27) =0e ¢'(27) = “"Sjﬂ‘zzh = .

A funcao tem um pélo de primeira ordem em 2.
b) Da alinea anterior, Res,—o,f(z) = 5-. Logo, o integral pedido vale i.
2 2

5. Seja f : C\ {—4i,4i} — C, definida por f(z) K :

T 24422 T (et 4i)2(z—4i)2"
Tem-se,

2

= 7‘9(2) com zZ) = 72
1) =7 ©m 9 = e
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A fungao g é holomorfa em C\ {—4i}. Seja R >4 ey ={2¢€ C:SQz =
ON|z] < R}U{z € C: 3z > 0A|z| = R}. Pela Férmula Integral de Cauchy,

A f(2)dz = A %dzz — i/ (4i) = 2ri {7822 (j L;{?LM
~ oo 2
SIE

%] 3

Logo, .
T
g = /R f(z) dx+/|z|=R/\<3z>o f(z)dz. (x)

O célculo seguinte mostra que o integral ao longo da semi-circunferéncia
tende para zero quando R — +00:

2
’/ () dz a2
|z|=RAS2>0

/ZR/\%?;>O (R2 - 42)
TR3

= m%OQH&HdOR%‘FO@.

<

Tomando o limite em ambos os membros de () quando R — 400, conclui-se

too 2 _x
que f—oo (x2+42)2 dr = BN

6. Por hipdtese, tem-se

2 4(n)(g
fey =3 e,

n!
n==k

Para /)
9(z) = m

ter um pélo de ordem 3 em a, deve tomar-se p = k + 3. Entao,

) =SB f D) [E @) @) 6 @) ma)
f(z = ®Ge—a)?® T GiDlz—a)? " k12)(z—a) k+3)! (kta)! R

para z numa vizinhanca de a com o ponto a removido, e o residuo de g em
5 [ (a)
(kt+2)!




