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Resolução

1.

a) 2i;
b) 5;
c) −i;

d) 3, 3ei
2π

3 , 3e−i 2π
3 ;

e) 1 + iπ
2
;

f) 1.

2.
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f(S) = {z ∈ C : ℑz < − 1
2
}.
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f(S) = {z ∈ C : e−
π

2 < |z| < 1 e − π
2
< arg z < 0}.
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3.

fx = 1− i
y

x2
, fy = 1 + i

1

x
, −ify =

1

x
− i.

A função é R−diferenciável no seu domı́nio porque fx e fy são cont́ınuas. A
equação de Cauchy-Riemann, fx = −ify, é satisfeita em 1 + i.

f ′(1 + i) = fx(1 + i) = 1− i.

4.

a)
∫

L
z dz =

∫ 1

0
(1− t− it)(−1 + i) dt = − 1

2
(1− i)2 = i;

b)
∫

L
z3 log z dz =

(

z4

4
log z − z4

16

)
∣

∣

∣

i

1
= iπ

8
.

5.

a)

∫

|z|=2

1

(z − 1)2(z − 3)2
dz = 2πi

d

dz

1

(z − 3)2

∣

∣

∣

∣

z=1

= −2πi
2

(z − 3)3

∣

∣

∣

∣

z=1

= i
π

2
.

b) Seja g(z) = 1
(z−3)2

. Tem-se

f(z) = 1
(z−1)2

g(z)

= 1
(z−1)2

[

g(1) + g′(1)(z − 1) + g′′(1)
2!

(z − 1)2 + g′′′(1)
3!

(z − 1)3 + . . .
]

= g(1)
(z−1)2

+ g′(1)
z−1

+ g′′(1)
2!

+ g′′′(1)
3!

(z − 1) + . . . ,

válido para 0 < |z−1| < 2. Como g(1) 6= 0, f tem um pólo de segunda
ordem no ponto 1. O reśıduo de f no ponto 1 é g′(1) = 1

4
.

6. Seja z = x+ iy, com x, y ∈ R. Tem-se

log ez = log(exeiy)

= x+ i(y − 2kπ), onde k é o inteiro tal que y − 2kπ ∈ ]− π, π]

= z − 2kπi, onde k é o inteiro tal que ℑz ∈ ](2k − 1)π, (2k + 1)π].

Nos pontos z cuja parte imaginária é (2l + 1)π, para algum l ∈ Z, a função
z 7→ log ez é descont́ınua. Com efeito, seja z0 com ℑz0 = (2l + 1)π. Então,

log ez0 = z0 − 2lπi.
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Para pontos z cuja parte imaginária é ligeiramente superior a (2l + 1)π,
ℑz ∈ ](2(l + 1)− 1)π, (2(l + 1) + 1)π]. Logo,

lim
z→z0

ℑz>ℑz0

log ez = lim
z→z0

ℑz>ℑz0

[z − 2(l + 1)πi]

= z0 − 2(l + 1)πi 6= log ez0 .

Nos restantes pontos de C a função é cont́ınua. Com efeito, seja z0 com
(2l − 1)π < ℑz0 < (2l + 1)π, para um certo l ∈ Z. Para z próximo de z0,
tem-se

log ez = z − 2lπi.

Assim,
lim
z→z0
z 6=z0

log ez = lim
z→z0
z 6=z0

(z − 2lπi) = z0 − 2lπi = log ez0.

Considere-se agora z = reiθ, com r > 0 e θ ∈ ]− π, π]. Tem-se

elog z = elog(re
iθ) = eln r+iθ = reiθ = z.

A função z 7→ elog z é cont́ınua no seu domı́nio (C \ {0}) porque é a função
identidade.


