Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Teste - 3 de Novembro de 2012
LMAC, MEBiom e MEFT

Resolugao
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b) O angulo assinalado e a sua imagem sao iguais porque a funcao z — %
¢ diferenciavel no ponto 2 e a sua derivada nao se anula nesse ponto.

a) Tem-se

fr(re®y = (Inr+1—2r)e”,
fo(re®)y = i(rinr —r?)e,
— %fg( )y = (Inr— r)ew.
Como as derivadas parciais f, e fp sdo continuas (em C\ {0}), f é

R-diferenciavel em C\ {0}. A equagao de Cauchy-Riemann ¢ satisfeita
quando

=
®

Inr+1—-2r=lnr—r & r=1.

A funcao f é diferencidvel na circunferéncia de raio 1 centrada na ori-
gem. A sua derivada é

fl(e)=ef () =In14+1-2=—1.
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b) Como
1 1
lim(rInr) = lim 25 lim U =0,
r—0 r—0 1/7“ r—0 —1/7“2
tem-se,
li = lim(rInr —r?)e’” = 0.
‘Zl‘r_%f(z) 7”1_>r1%(r nr—roe
A funcao f é prolongavel por continuidade a origem. Designando por
g o prolongamento continuo de f,

oy g 9re?) —g(0) L fre?) o
g'(0) = lim pr e lim = ll_r)r(l)(lnr r) = —00.

O prolongamento de f nao é diferenciavel na origem.

b)

1 27 Z/(e) 2T . 1 .
/Cz - /7r 2(0) /7r (2+9> e

c) Pelo Teorema de Cauchy aplicado a z + %

C\{z€C:Rz=0e Sz >0}, tem-se

1 1 T q
/—dzz/—dz—i—/ —dr =17 +1In2.
cz y 2 T

no simplesmente conexo
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a) Factorizando z? — 2z + 2, obtém-se
22 —=2242=(2—(1-19)(z— (1+1)).
Seja R > 1. De acordo com a Férmula integral de Cauchy, com
N=C\{zeC:Rz=1e8z< -1},

a=1+1ie f(z)=1/(z— (1 —1)), verifica-se que

1 1 — (1 -
[ R, fe=0-9) .
d{z€C:|z—1|<R, Sz>0} #~ — 2242 0{2€C:|z—1|<R, Sz>0} < — (1 + Z)

O 1
= 2m
A O
= ’ﬂ"
ou seja,
/z_1<R, f(z)dz+ /Z_I_R’ f(z)dz = . (1)
Fz=0 Jz>0
Tem-se

dz

1
——|dz
Jroe Tz

1
= ——|dz
[ el

1
< [ e

SIS

1
= w7 12|
/zgi;oR’ R2 —1

= R:f 1 — 0 quando R — +o0.

’ lzZ1=R, 22—22+2

SIz2>0

Logo, calculando o limite de ambos os membros de (1), quando R —
400, obtém-se

+o0o 1
/_ L P oo dEm / f(z)dz = .

b) Tem-se
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A funcao g pode ser expandida em série de Taylor em torno do ponto
1+i Para0 < |z2—(1+17)| <2, vem

s = gl G- 1)

FEOE G (14 0)2 4.

O primeiro termo da série de Laurent de z — m em 0 < |z—(1+
i) <2é
. —i/2
—9(1 S
z—(1+i)g( 1) z— (141

A singularidade 1+ é um pdlo de primeira ordem e o residuo da funcao
em 1417 é—i/2.

a) Determine-se A € R tal que a soma de (xy, 22, x3) com o multiplo A de
(xh T, 1’3) - <O7 07 1) é <&7 /87 O)
(OZ, 67 0) = ('rlu T, .T3) + )\<.§U17 Lo, T3 — 1)
Da equacao para as terceiras coordenadas, obtém-se A = 13—?3;3 Logo,

€ T2

O[+Z./8:7D<x17x27x3):1 T +21 T .
— 43 — 43

b) A projecgao estereografica do ponto simétrico de (1, xq, x3) é

1] + ZB == P[—(l‘l, IL‘Q,I‘g)] = 1 2

— —1 .
1 + T3 ]_ + €T3
O inverso de a4 13 é
1 Tl g T2 Tl ;X2
 1—=x3 T—x3  1—a3 -z L1 i T2
T 2, .2 - - - .
a+if3 vt 1ies 1+x3 1423
(1—903)2 —x3

A relacao entre & + i e o conjugado do inverso de a + i3 é

1




