Analise Complexa e Equacoes Diferenciais

1? Semestre de 2020/21
MEAer

Exercicios para as aulas praticas

I Numeros complexos

1. Escreva os seguintes niimeros complexos na forma algébrica e represente-os no plano

de Argand:
a) (241)(1—1)=3—1,
) o=
1—i

c) 2 =

1—
+1

I

o

1+:
) (2 —3i

e) (1—2i

f) 8 =

w
SIS
.

= —5—12i,
8= 11+ 2i,

[\

o,

)
)

2. Determine o médulo e todos os argumentos de cada dos seguintes niimeros complexos
e represente-os no plano de Argand:




z| — 12
c) ’w’ = Tl

d) |z +w| < |2 + [wl,
e) |z —wl = ||z] = [w]].
. Calcule as raizes ctibicas de —8i e assinale-as no plano complexo. Resposta: 2e~ %6,
2e'2 266
. Determine para que valores de 6, pertencentes ao intervalo | — m, 7], se tem
11+ e?| = V2.
Resposta: +7.

. Sejam z1, 2o € z3 trés nimeros complexos de moédulo unitario satisfazendo z1+29+23 =

0. Mostre que esses complexos sao vértices de um triangulo equilatero. Sugestao:

Comece por reduzir ao caso em que z; = 1; verifique que entao 2, e z3 sao conjugados;
— 14 V3 I EVEY:

logo zp = =5 £ 5 e z3=— 5 F 50

. Determine as solucoes das seguintes equacoes:
6 _ 6 ) - i
(1—2)5=(1+2)5 Resposta: 0, +i\/3, +5-

(i)

(i) 1—2+22=0. Resposta: HE;‘/g.
)
)

- - 37
(iii) 25—2'+22—1=0. Resposta: £1, eF'1 s,

(iv) 1+z+22+..+27=0 Resposta: —1, +i, et'i, =7



IT Numeros complexos, fungoes complexas

1. Calcule e represente no plano de Argand:

. . i = ;5 3m
a) O conjunto {z: 2% =i}. Resposta: €'6, €', e'2 .
57 s

b) O conjunto {z: z* = —1}. Resposta: ¢, ¢'1, ¢i'T, ¢’

)
e T
8

¢) O conjunto {z: 22> =1 —i}. Resposta: v/2e "5, v/2¢'s .
2. Seja z € C fixo. Verifique se os conjuntos
{w? v’ =2z} e {w:w®=2*}
sao iguais.
3. a) Determine a equagao da reta que passa por —1 e i. Resposta: (=14 4)z + (=1 —
i)z —2=0.
b) Determine a equagdo da circunferéncia que tem centro em —1 e passa por .
Resposta: [z +1|=v2 & |22+ 2+2—1=0.
¢) Determine dois pontos da reta (1 —2i)z + (14 2i)z — 2 = 0. Resposta: 1 e £.

d) Determine o centro e o raio da circunferéncia |z|> — (1 — i)z — (1 + i)z +1 = 0.
Resposta: 1+ e 1.

4. Represente a imagem das duas retas e das duas circunferéncias por z — %:

Bl =
. .
1 ‘l 1
1 ' 1

7/
7/

-

/

5. Calcule as imagens das regides R pelas funcoes f:

a) R={z€C:|z| <2, n/d<argz <7n/2}, f(z) = 2%
b) R={z¢€C:|z| <2}, f(re?) = re??/3 com —1 < 0 < .
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) R={zeC:|z| <1}, f(z) = 5.
Resposta: {ZGC:KeZ> %}

d) R:{ZGC:|2|<1},f(z):ﬁ.
Resposta: {z € C: Im(1 — i)z > 0}.

) R={2€C:1<Rz<2 0<Imz<1, |z—2|>1}, f(z) =2
Resposta: {ZGCZO<K€Z<%, }z+%‘>%, z—%‘>%}

fy R={2€C:Rez>1,Imz <0}, f(z):Z%ri.
Resposta: {z€C:|z—3| <3, [z+4] >3}

. Sejam a e b nimeros complexos. Prove usando complexos que

Z-a\ _,
(i)

representa a equacao de uma circunferéncia com diametro de extremidades em a e b.




ITT Transformacoes conformes e diferenciabilidade de fungoes complexas

1. Calcule as imagens das regioes R pelas fungoes f:

a) R={2€C: Rez> 0}, f(2) = i—j& (transformagao conforme de um semiplano
num disco).

b) R={z€C:|z|<le Imz>0}, f(z) = (Z;l)2 (transformagao conforme de um

z+1
semidisco num semiplano).

¢) R=C\{z=x+1i0€C:ze[-1,1]}, f(2) = /= (transformagao conforme

do complemento de um segmento de reta num semiplano).

2. Estude a diferenciabilidade de x + iy > e%e®.
Resposta: A fungao é diferencidvel em qualquer z = x 4 iy € C e com derivada igual
a funcao.

3. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por
f(z+iy) = (2° — y*) +i(2zy + cosy).
Resposta: f é diferencidvel quando y = k7, com k € Z. Neste caso, f'(z) = 2z.

4. Estude a diferenciabilidade das fungoes z — z2, z — 2%z e 2 — |2|Z.
Resposta: Qualquer das funcoes é diferenciavel apenas em z = 0 e com derivada nula.

5. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por
fla+iy) =Lz + 1) +y° +iy.
Resposta: f'(—=2,0)=1e f'(0,0) = 1.
6. Determine o conjunto dos pontos onde a funcao f : C — C, definida por
flz+iy) = —(z + 1) +i(z — 1)e ¥,

¢ diferenciavel.
Resposta: f ¢ diferencidvel quando x = 0 ou quando y = — § + km com k € Z.



IV

Diferenciabilidade de fungoes complexas em coordenadas polares, sé-
ries de poténcias complexas, exponencial, logaritmo

. Usando a equacao de Cauchy-Riemann na forma polar, prove a diferenciabilidade e

calcule a derivada de

a) z+— 1/2" com n € Ny;
b) 2z = /z onde Vre® = /re?’/™ com —7 < § < 7, onde n € N. Esta funcio é

diferenciavel no eixo real negativo? E em zero?

Estude a diferenciabilidade e calcule a derivada da funcao f : C — C, definida por
f(re??) =r?+i0 parar >0e —7 < 0 < 7, e por f(0) = 0.

Considere a funcao f : C\ {0} — C, definida por
flre®®) = (rinr — r?)e®.

a) Estude a diferenciabilidade e calcule a derivada de f.
b) Determine se f pode ser prolongada por continuidade & origem. Em caso afir-
mativo, estude a diferenciabilidade do prolongamento na origem.

Determine o raio de convergéncia de

a) » > ,2" Resposta: R =1,

) > o2 ,nz", Resposta: R =1,

) Do €™z, Resposta: R=e1,
d) >0 nlz", Resposta: R =0,

) 02,2722, Resposta: R =4,

f) >0 2n2( D"zn Resposta: R =0,
8) > e nSZ Resposta: R =1/2.

. Esboce aimagem de {z€ C:0 < Rez <1, 0 < Imz < 7} por z — €.
. Obtenha o desenvolvimento em série de poténcias de sin z.

. Estude a diferenciabilidade de z + log z, onde

log (re”) =Inr +40 com —7<<7

é o logaritmo principal.



. Esboce a imagem de {z € C: Rez < 0, |z| > 1} por z — log z onde log designa o
logaritmo principal.

. Calcule

log(—i), Resposta: —im/2,
log(1 —14), Resposta: In2/2 —in/4,

c log(% + ?z), Resposta: im/3,

Resposta: e /2,

. Estabelega as seguintes identidades (onde z € C):

a) cos?z +sinz =1,

b) cos(iz) = cosh(z),

)
)
) sin(iz) = isinh z,
)
)

o
w0

( i
d) sin(z + w) =sinz - cosw + cos z - sin w.

e sin(—i log(iz + V1 — 22)> = 2.
. Mostre que a funcao sin z € ilimitada em qualquer reta nao paralela ao eixo real.
. Resolva as seguintes equacoes:

a) e =—1, Resposta: z =1i(2k + 1),
b) log(i — z) =1, Resposta: z = —e + 1,

¢) sinz —cosz =1, Resposta: z = —%“ +2ﬁk—iln(l%§> ou
z:§+27rk—iln<f\3/;) com k € 7.



V Integrais de Funcoes Complexas, Teorema Fundamental do Calculo,
Teorema de Cauchy, Féormula Integral de Cauchy

1. Calcule usando a definicao

a) fvzdz onde 7 é o segmento de reta que une 1 a 2+ 3¢. r: 6 + 3i.
b) fﬁ{ 2?dz, onde v é o arco de circunferéncia que une 3 a 1 — 2i e que passa por

o (=207 38
]_ + 2@. I 3 T 3-

c) fvzdz onde 7 é o trogo de parabola {x + iy € C: y = 2°} com inicio em 0 e fim
em 14 :. 1: 1—1—%.
d) f|z|:r arg z |dz|, onde arg z designa o argumento principal. r: 0.
2. Calcule ao longo de uma curva no primeiro quadrante:

) 1+ZZdZ' rr —2+1

a
b) f1 (14 +/z)dz, onde \/z designa a raiz principal; r: ¢ — 1 + 2 (— g + gz — 1);
f1+z7r/2 25 dZ - #
fl Sdzy e F
3. Justifique que
a) z— [ e dw,
22
b) z+— [ sin(w?)dw, e

c) 2+ fosmzew2 dw

sao fungoes bem definidas. Calcule as suas derivadas. r: €7, 2z sin(z%), e cos z e’ e,

4. Calcule
a) fll | T dz; r 2mi;
b) Jimr e 45 1 O
c) f| _3 oo 45 T 5
d)

f||57(2 o7 dz; r: 0.
5. Calcule

1 e 9
a) f|z|:2,5 rsare 4% 10 2T



b) fMZQWdz, neZ;r: 0sen#1,2misen=1;

c) f|z|:2 % dz,ne€Z;r: 0sen <0, (ani)!Z"_le_Q se n > 0;
d) f|271|:1 ﬁ dz; i — %i;

e) f|z|:37r M2z 1 0.

. Seja A € R e considere a funcao u(z,y) = 23\* — 3zy\.

(i) Determine para que valores de A a fungao u é harmonica.
Resposta: A =0ou A = +£1

(ii) Considere A = 1. Determine uma funcao inteira f tal que f(0) = i e a parte
real de f é u.
Resposta: f(x +iy) = 23 — 3zy® +i(32%y — y> + 1)
(iii) Calcule o integral
f (f) &
lz|=1
onde a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido direto.
Resposta: 273

. Seja f uma funcao inteira que satisfaz |f(z)| < ¢(1+|z|?) para determinado ¢ em R*.
O que pode afirmar quanto a f? Sugestao: Prove uma generalizacao do Teorema de
Liouville.

. Sejam a € C e r > 0. Suponha f é inteira e que o seu contradominio nao intersecta
a bola aberta de raio r centrada em a. Prove que f é constante.



VI Séries de Taylor e de Laurent, Teorema dos Residuos

1. Calcule o desenvolvimento em série de Taylor ou Laurent em torno do ponto zero,
indicando a maior regiao onde ¢ valido:

a) z > 7oy Yoo 2" para |z] < 1
mu I Zn O( ) para |Z‘ < 1
1+Z2, r: o (=1)"2%" para |z] < 1;

=3

C

H
d zn—>(1Z2,r >0 nz" ! para |z| < 1;

n=1

f) ze’r Y00 2 paratodooz

g) zrsinzyr Y 2 (— 1)"(;71—:1), para todo o z;

)

)

) 2

)

e) zlog(1+2);1 >0 % para |z| < 1;

)

)

h) z— cosz®; 1 Y07 (— 1)"% para todo o z;
i)

Zyer. 1 > o =i para todo o z # 0;

2. Calcule o desenvolvimento em série de Taylor ou Laurent em torno do ponto a,
indicando a maior regiao onde ¢é valido:

a) z+ * em torno de a; 11 > (— 1)"(Z;f)ln para |z —a| < |a;

b s emtornode a=1;1: Y 2 (n+1)(=1)"(z — 1)" para |z — 1| < 1;

C mem torno de a = 2;

)
) =
) =
d) z+— 22 em tornode a = 1;1: (z — 1) + 3(2 —1)2+3(z—1)+1paratodooz;
) =
) =
g)

e ) em torno de a; 11 > _o” < (z — a)""! para |z — a| > 0;
f m em torno de a = 1; 11 )7 (1 2n+1)(2 —1)" para |z — 1| < 1;
z > log(2*+2z+2) em tornodea = —1;1: Y 02 (n+)1 (241)**2 para |z +1| < 1.
3. Calcule
a) f - 12+4dx:§,
b) f e de =1
c) 0 W dr = §.
d) +°° $§l§1 = 32—\’/%; sugestao: integre ao longo de um contorno que contenha um

ter o de circunferéncia de raio R e dois segmentos de reta, de zero a R e de zero
)
a Re?/3

10



4. Calcule o desenvolvimento em série de Laurent da fungao f : C\{1,2} — C, definida
—1

por f(2) = e
a) na regiao {z € C: |2] < 1}; resposta: Y oo ((2="+D — 1)z

2n

)

b) na regiao {z € C: 1 < |z| < 2}; resposta: ZZO:O Z—(n+1) 4 ST
)
)

oo 1-2"

c¢) na regiao {z € C: 2 < |2[}; resposta: >~ i1

1
29

d) Calcule f

2| f(z)dz para r = % e g; r: 0, 2mi e 0.

5. Em que regioes se pode desenvolver em série z ﬁ em torno de 2+ 2i?7 Resposta:
Em 4 regives, |z—(2421)| < v/2, V2 < |2—(2+2i)| < V10, V10 < |2—(2421)| < 3v/2
elz—(2+2i)] > 3V2.

1
/ 2?2 sin — dz,
|z|=1 Z

com a circunferéncia descrita no sentido direto. Classifique as singularidades da

fungao integrada. Resposta: — %, singularidade essencial em 0.

6. Calcule

7. Seja f : C\ {0,1} — C definida por f(z) = log(zljz), onde log designa o logaritmo
principal.

zn74

a) Desenvolva f em série de Laurent, em torno de 0. R: =3 > | #—.
b) Calcule f@{zeC:|Kez|<%, | Im2|<2} f(2) dz‘7 integrando e série de Laurent e usando a
Férmula Integral de Cauchy. R: — %

11



VII Esboco de campos de diregoes

1.

Esboce os campos de direcoes e os graficos das solugoes das seguintes equagoes dife-
renciais:

a) ¥ =y(y’ —1),
b) ¥ =y*+1,

¢) y' =cos(y —1),
d) y' = —ty,

e) y' =44,

f) y =25,

g) v = -5

Determine as curvas ortogonais as solugdes de 3y’ = y e esboce-as. Resposta: L =
—t+c.

Considere y' = /1 —y?. Esboce o campo de dire¢oes e os gréficos das solugoes.
Determine se as retas y = —1 e y = 1 sao assimptotas dos gréaficos das solucoes ou
se as solugoes nao constantes atingem os valores —1 e 1. Discuta o problema da
unicidade de soluc¢ao. Resposta: y = sin(t + ¢) para t € [— 5—C5— c}. As solucoes
com condi¢ao inicial y(tg) = —1 ou com condicao inicial y(ty) = 1 ndo sdo unicas.

Esboce o campo de direi¢ées de y' = 2,/y. Determine todas as solucoes com y(0) = 0.
Resposta: Seja ¢ € [0, +00]. Entao

0 set<c
y(t):{ (t —c)? seth:
¢é solucao do problema.
Esboce o campo de diregoes e os graficos das solugoes da equacgao diferencial
y = siny.

Determine as curvas ortogonais aos graficos das solucoes. Resposta: cosy =1t + c.

12



VIII Edo’s escalares de primeira ordem
1. Determine a solugao da equacao diferencial que satisfaz a condigao inicial y(zq) = yo.

a) y — 2y = 2ze” . Resposta: y = yoe® %0 + % (22 — 22).

b) y —tan(x)y = sinx, com xy # § + k7 (k inteiro). Resposta: g cosx = yg cos 2 +

L(sin® 2 — sin® zy).

y = eV, Solugao: y = —In(e ¥ — ¥ 4 ™).

)

d) zyy +1+y* =0, com zoyo # 0. Resposta: y? = (1 + yé)ﬁ—é -
) (22%+2y?)+(22y+2y3)y = 0, com yy # 0. Resposta: zt+2%y?+y* = vi+22yi+yg.
)

y; +2ye” + (y + €”)y’ = 0, com yo # —e~". Resposta: o fator integrante é e” e a

2 2
30 Yo 22 __ Yo ,xo 2xo
solugao %-e® + ye** = T + ype .

2. Considere a equacao diferencial

(42°y + 3zy® + 2y°) + (22° 4 3%y + day?) dy _ 0

Y
dx
a) Mostre que tem um fator integrante do tipo p = p(xy).

b) Mostre que a solu¢do com condi¢ao inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente pela
expressao zly? + 23y + 2%yt = 1.

3. Determine a solugao de
1 2
—y — Sy=xrhx
x x

que satisfaz y(e) = e*. Resposta: y(x) = 2*(xlnz —x + 1).
4. Considere a equacao diferencial ordinaria de primeira ordem
2t +y—yy =0.

Verifique que y — 2t é fator integrante. Resolva a equacao diferencial. Resposta:
Y3t — %t?’ - %y?’ =c.

13



IX Sistemas de edo’s lineares de primeira ordem com coeficientes cons-
tantes

1. Calcule a solugao de X' = AX, com X(0) = Xy, e esboce o retrato de fase dos
sistemas:

11 e3tye—t  B3t_—t

a) A= {4 1 ] Resposta: X (t) = { 5t L4 Btie-t }XO.

e —e

1 —4 4—e=3t  4e—3t_4

b) A= l | 4 ] Resposta: X(t) = l 1762_:% 46—35,1 }Xo-

HEEEIHE 0

a) Determine a solugao que vale [ zo } em t = 0.
0

x| Tot+y 4|1 To—Yo g | 1
{y]_ 2 e [1 + 5 e RRE

b) Esboce o retrato de fase do sistema, tendo o cuidado de identificar o comporta-
mento assimptético das solucoes quando t tende para +oc.
Resposta:

2. Considere o sistema

Resposta:

N
N

\\\\\—‘_ -
\J/r' \ \\‘1\
/ VNN

L

T

3. Considere o sistema

SIS NI
M= pojot

14



a) Determine a solucao que vale [ ZO } em t = 0.
0

T | To—Yo _o 1 To+Yo g | 1
[y]_72 e [_1]+ 5 e 1|

b) Esboce o retrato de fase do sistema.
Resposta:

Resposta:

4. Considere o sistema

a) Determine a solugao que vale [ ZO } em t = 0.
0

Resposta:
1 0
X(t) = [ 3 ] + (zo + yo)e' [ 1 ] .

b) Esboce o retrato de fase do sistema.

Resposta:

15



At

5. Para cada uma das seguintes matrizes determine e e esboce o retrato de fase do

sistema X' = AX:

[ 0 4 Ry cos(4t) sin(4t)
a) A= 40 } Resposta: et = [ sin(4f) cos(4t) |
(5 -3 3ett — ¥ —3ett 4 3e*
b) A= 11 ] Resposta: e = % [ et _ g2t it 4 32t
(-4 12 o a[1-6t 6t
c) A= 3 8 ] Resposta: e =e 3t 146t |
|5 —4 a5 | cos(2t) +sin(2t) —25sin(2t)
d) A= 2 1 ] Resposta: e = e sin(2t) cos(2t) —sin(2t) |
6. Seja
1 01
A=10 10
1 01
Mostre que

cosht 0 sinht
et = ¢t 0 1 0
sinht 0 cosht

16



X Edo’s escalares de primeira ordem, Sistemas de edo’s lineares de pri-
meira ordem com coeficientes constantes

1. Considere a equacao y' = t22;52, com ¥ty # 0. Seja v = ¥. Verifique que :

e que y' = tv' + v. Determine v e seguidamente y.

Resposta: 1 — 3v? = = e 3 = 3ty* = ¢ (c = t§ — 3toyg).

12—y _ 1w
2ty 2v

2. Considere a equacao diferencial
y = flat+ by + ¢)
em que a, b, c sao constantes reais e f : R — R é uma funcao continua.

a) Mostre que a substituicao v = at + by + ¢, transforma a equagdo numa equagao
separavel. Resposta: © = bf(v) + a.

b) Resolva o problema de valor inicial

2t+y—1 9 ’ y<0) - 1.

y=e
Resposta: y(t) =1—2t —In(1 —1).

3. Calcule as duas primeiras iteradas de Picard para 3’ = t* + y* com y(0) = 0.

Resposta:
y(t) = 0,
yi(t) = ?
ya(t) = g + é—;

4. Considere o problema de valor inicial

{ y' = tany,

y(0) =%

Tomando como iterada de Picard de ordem zero yo(t) = F, calcule y; () e y»(t). Qual
o dominio de y,7

Resposta:
T
yO(t) = Z)
T
n(t) = 1t
1 3
ya(t) = g—éln2—ln[cos(%+tﬂ, para — Zﬂ <t< %

17



5. Considere a equacao diferencial

dy
Ay? +22)—= =0
y+ (4y” + fv)dx

a) Mostre que esta equacao tem um fator integrante pu = pu(y).

Resposta: u(y) =y

b) Determine a solucao que satisfaz a condigao inicial y(1) = 1.

6. Considere a matriz A = l

a) Calcule e, Resposta: et = et l

b)

—z+Vx248

2
1
11

Resposta: y(x) =

—_ =

sint cost

Calcule a solucio de {z]/:A{ﬂ,mm {228”: {Zg]

Respostas [ z(t) } _ At [ To } _ ot [ xgcost — ypsint }

cost —sint }

y(t) Yo xosint + yo cost
Em termos de coordenadas polares, x = rcosf e y = rsin6, verifique que o sis-
tema da alinea b) pode ser escrito ' = r e ' = 1, ou seja, % = r. Resolva para

r em funcao de 6.

Resposta: Substituindo x = rcosf e y = rsinf no sistema obtém-se

{ ' cos@ —rsinf @ =rcosf —rsiné,

r'sin@ 4+ rcosf 0 =rcosh +rsinb.

Multiplicando a primeira equacao do sistema por cosf, a segunda equagao por
sin 6, e adicionando os resultados, vem 7’ = r. Finalmente, substituindo ' por r
numa das equacoes do sistema, conclui-se que ' = 1. Logo,

dr dr/dt r

o df/dt 1

dr __ : _ 6—0¢
De 95 = r tira-se r = roe” .

18
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XI Edo’s lineares escalares de ordem superior a um

1. Determine as solucoes de

a) 3y’ —y = 0. Resposta: y = cie’ + cye™";

)
b) ¥ =3y —4y =0, y(0) = 1, y'(0) = 0. Resposta: y = +e* + 2e7;
c) y” +y = 0. Resposta: y = ¢1 cos(t) + cosin(t);
d) y" — 2y’ + 5y = 0. Resposta: y = e'(cy cos(2t) + ¢ sin(2t));
ey

"+ 2y +y=0. Resposta: y = cie! + cote™ .
2. Determine as solucgoes de
a) ¥ — 5y + 6y = €. Resposta: y = 1e' + c1e? + cpe™;
b) 4" — 5y’ + 6y = e*. Resposta: y = —te? + c1e? + cpe;

c) y' =5y + 6y =t+te + 1.
Resposta: y = % +i+ i(?) +2t)e! + c1e* + cpe® e o aniquilador do 2° membro é

D*(D — 1)
d) ¥’ — 5y’ + 6y = sin(t).
Resposta: y = St 4 ¢ e 4 )¢ ¢ 0 aniquilador do 2° membro é D? + 1;

e) vy’ — 5y + 6y = sin*(t) = (1 — cos(21)).

1 + 5 sin(2¢)—cos(2t) 1o o2t

Resposta: y = + e’ e o aniquilador do 22 membro é

104
D(D?* + 4);

f) v +y' — 6y =sint + te*.
Resposta: y = —o=te? + s5t%e? — Tontheost 4 0620 4 ¢,e73 ¢ 0 aniquilador do 2°

membro é (D? + 1)(D — 2)?
g) y"—5y'+6y = te* sin(3t). Resposta: o aniquilador do 2° membro é ((D—2)?+9)2.
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XII Séries de Fourier, equacgao do calor, equagao das ondas, equacao de
Laplace

1. Determine a série de Fourier da funcao f no intervalo especificado:
a) f(x)=a; |zf <1
Resposta: f(x) = 2

s

sin(mx) sin(2mx) sin(3wx)
(e _ e o ).

b) flz)=2% || <.
Resposta: primitivando por partes, obtém-se

2 2 2
/x2 cos(nzx) dr = % sin(nz) + T cos(nzx) — " sin(nz).

Isto conduz a

f(l’)zg

12 22 32

2 oole) o) el ],

2. Seja g : [0, 7] — R, definida por g(s) = sin s. Determine a expansao de g em série de
cossenos. Nota: 2sin s cos(ns) = sin((n + 1)s) — sin((n — 1)s).

Resposta:

411 1
sins:—[ — ———cos(2s) —

1
— 15~ 21 cos(4s) — ——— cos(6s) + .. } :

1
42 — 1 62 —1

3. Determine os valores préprios e as funcoes préprias do operador —D? definido no
espago {y € C?[0,1] : y/(0) =0 e y/(I) = 0}.

n2n?

Resposta: Os valores préprios siao A, = "7, com n € Ny, as fungoes proprias
proprias correspondentes sao y,(t) = a, cos(“™), com a, € C\ {0}.

4. Determine a solucao de

ur = u,, para (z,t) € [0, 1] x [0, +o0],
uz(0,8) =0, u,(1,t) =0 parat € [0, +o0],
u(z,0) = 3cos(2mz) — 5cos(4drx) para x € [0, 1].

Resposta: u(z,t) = 322 ™ cos(2mx) — e 94 ™ cos(4mx).

21



5. Determine a solugao de

Au(x,y) = Ugy + Uy, =0 para (z,y) € [0,a] x [0, ],
u(0,y) =0 para y € [0, b],
u(a,y) =0 para y € [0, b],
u(z,0) =0 para z € [0, al,
u(z,b) = f(x) para z € [0, a.

Resposta:

u(z,y) = Z d, sinh(nzy) sin(nzx),
n=1

, mrx
d, = smh mrb / f(z sm )daz.

co1m

6. Resolva o problema

Up = Uyy + e tsine para (x,t) € [0, 7] x [0, 4+00],
u(0,t) =u(m,t) =0 parat € [0,+o0],
u(z,0) = ug(x) para z € [0, 7).
Resposta:
u(x,t) = (cre” " +te ") sinx + Z cpe " sin(nx).
com

== /0 o) sin(n) dar

™

7. Determine a solucao de

Up = Uge +u  para (z,t) € [0,10] x [0, +o0],

u(0,t) = u(10,t) =0 parat € [0, +o0],

u(z,0) = 3sin(2rx) — 7sin(4nx) para x € [0, 10].
Resposta: u(x,t) = 3sin(2rz)e =47 — 7sin(4mz)e 167,

8. Determine a solucao de

uy = *u,, para (z,t) € [0,4] x [0, +o0],
uz(0,1) = u,(¢,t) =0 parat € [0, +o0],
u(z,0) = f(z), u(x,0) =g(x) parazx € |0,].

no caso
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a) f(z) = cos(*2Z) e g(x) = cos(Z2).

Resposta: u(z,t) = cos(‘”“) cos(4”) + % Sm(ﬁmt) cos(ﬁﬂ).

b) feC® gel? f(0)=g(0)=f(t) =g'(t) =0.
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