Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Exame - 27 de Junho de 2016
LEGM e MEC

Resolugao

a) .
Sl 1—i4+2 33—
il i—i—-2  —1—i

= -1+ 2.

b) As rectas e as circunferéncias que passam em 1 sao transformadas em
rectas. As rectas e as circunferéncias que nao passam em 1 sao trans-
formadas em circunferéncias. O eixo real é transformado no eixo real
porque, sendo z real, z+1 e z — 1 sao reais, pelo que o quociente é real.
Pontos simétricos em relagao ao eixo real sao transformados em pontos
simétricos em relagao ao eixo real. O conjunto e a sua imagem:

z+1
z—1

z

2. As derivadas parciais de f sao f,. = 14% e fo = 1. Uma vez que estas

derivadas parciais sao continuas, f é R-diferenciavel. Logo, f é diferencidvel
nos pontos em que satisfizer a equacao de Cauchy-Riemann:
i 4 1 9
fr=——fy 2:—(:)7“—4r+1=0<:>7"=2:|:\/§.
r 1+7r r

A funcao é diferenciavel na uniao das circunferéncias centradas na origem de
raios 2 — v/3 e 2+ /3, com os pontos —(2 — v/3) e —(2 + v/3) removidos. A
derivada é
"(2=V3)e)y=e¥————  —¢ = (24 V3)e ™
P2 VD) = e s = = (24 )
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para § €| — 7, 7|, e

) 0y _ _—if 4 it o /3t
f((2+\/§)6)_e 1+(2+\/§)2_ 2+\/§ (2 \/g)

para 0 €] —m, [
3.

a) Usando o Teorema Fundamental do Célculo,

7
3
zdz

/22z10g(22) dz = 2%log(22)]
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= (22 log(2z) — Z—) ‘
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b)
1 11 1 z 22 = (=1)n2m
S R D
2+2 21+ % 2 2 22 " 2n+1
para |z| < 2.
3 5
c) Uma vez que sinw = w — % + % — ... para todo o w, tem-se
4. 1 A 1 N 1 1 N
Zisin—- = 2" (- — —
z z 3123 Blzd TlT
z 1 1

3
= P-4 4.
31 hlz 7123

para z # 0. O ponto z = 0 é uma singularidade essencial. 0 residuo

da funcao em zero é é Finalmente, usando o Teorema dos Residuos,

Jiajman #tsin L dz = 2
d) Usa-se a Férmula Integral de Cauchy com f(z) = 1/[z2(z — 7)], a = 3,

n=1eQ={2€C:0<Rz< 7}

1 B 1/[z(z = 7)] s
/ G T / a2 °

_ oo b
dz2(z = T7)| s
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4. Teorema de Cauchy: Seja €2 aberto simplesmente conexo e f holomorfa
em . Entdo, para qualquer curva fechada C seccionalmente C!' em (,
fc f(z)dz = 0. Seja C uma curva de Jordan orientada positivamente, contida
em (2, e delimitando a regiao regular S. Seja f holomorfa e de classe C! em
) O S. Entdo, como f é de classe C", aplicando o Teorema de Green,

/C f(z)dz = / F(2) dx + if(2) dy

_ //S(@'%—%) dzdy = 0

porque, sendo holomorfa, f satisfaz a equacao de Cauchy-Riemann % =
Of

—i5L.
Jy

5.

a) Esbogo do campo de direcgoes e do grafico das solugoes:

Y )
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b) A equagao é separavel sendo a sua forma canénica

L,

Como [ & dy = — 1, a equacao diferencial pode ser reescrita na forma
y2 y? b1



Resolucao do exame de ACED - 27.6.16 4

Primitivando ambos os membros em ordem a ¢, vem

1
———=t+4ec
y(t)
Substituindo ¢ por 1 e usando a condigao inicial y(1) = —1, obtém-se
c = 0. Logo,
1
=—

6. Desginando por D o operador de derivacao, a equacao pode escrever-se
y' =3y +2y = 4te® & (D*—3D+2)y = 4te’ & (D—1)(D—2)y = 4te™.
Uma vez que o operador (D — 3)? aniquila o segundo membro, esta equagao
implica

(D —3%(D —1)(D —2)y = 0,
cuja solucao geral é

y = cre’ + coe®t 4 c3e® + cyte’t.
Substituindo na equacao original vem

(D —1)(D — 2)(cre" + cae® + cze® + cyte™) = ate™,

ou seja,
(D —1)(D — 2)(cze® + cyte®) = 4dte.

Calculando o primeiro membro, obtém-se
(2c5 + 3cy)e® + 2cyte® = 4te.

Conclui-se que 2¢3 4+ 3c4 = 0 e 2¢4 = 4, isto é, c3 = —3 e ¢4 = 2. Logo,
Y= cret + cpe®t — 33t 4 2t63t,

onde as constantes ¢; e ¢y estao livres.

7. Faz-se o prolongamento de u a [—7, 7] X [0, 00[ como func¢ao par em x
e, a seguir, faz-se o prolongamento de u a | — 0o, +00[% [0, 0o como fungao
periédica em x, de periodo 27. Para cada t fixo com ¢ > 0, a funcdo u( -, 1)
pode ser desenvolvida em série de Fourier. Os coeficientes da série dependerao
de t. Vem

e}

u(z,t) = Z a,(t) cos(nx).

n=0
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Se u é desta forma, entao satisfaz, formalmente, as condicoes fronteira.
Para que u satisfaca a equacao diferencial, deve ter-se

—UuU <=

—n*a,(t) cos(nx) — Z a,(t) cos(nx)

Uy =

E CL COS ’TLZE =
<~ E (Z COS TL.Q? =

Os coeficientes de Fourier ficam univocamente determinados pela funcao que
representam, logo

AR

S
I
o

—(n® + 1)a,(t) cos(nx).

WE

I
o

n

a,(t) = —(n* + 1)a,(t),
para todo o n € Ny. Chega-se a

an(t) = cpe” I

com ¢, constantes. Estes resultados conduzem a
[o¢]
2
t) = che’(” Dt cos(n). (1)
n=0

Resta garantir as condigdes iniciais. Escolhendo ¢ =0 em (1), obtém-se

Z ¢, cos(nz) =3 — 5 cos(7x)

n=0

As constantes ¢, sao os coeficientes de Fourier de 3—5 cos(7x). Assim, ¢y = 3,
c7 = —b e os outros ¢ s sdo nulos. A solugdo é

u(z,t) = 3e™" — 5e % cos(Tx).

8. Multiplicando ambos os membros da equagao por p(2z — y), obtém-se
w2z —y)(8x —y +6) — 3u(2r — y)(z + 1)y’ = 0.

Para que esta equacao seja exacta deve ter-se

9 320 — ) + 1),

(2w~ y)(8r —y +6)] = o

Jy
o —1'(2x —y)(8r —y +6) — u(2z —y)
= =64/ (2r —y)(z + 1) = 3pu(2x — y).
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Esta equacao é equivalente a

onde s = 2z — y. Portanto, u(s) = s> = (2x — y)? é factor integrante da
equacao dada. A equacao

(22 —y)*(8z — y +6) = 3(2z — y)*(z + 1)y’ = 0.
é exacta. Os potenciais do campo associado a equagcao satisfazem

{ ¢ = (22 — y)*(8x — y + 6),
y = =32z —y)*(z 4+ 1).

Primitivando ambos os membros da equacao para ¢,, obtém-se
o(x.y) = (20 —y)*(z +1) + c(x).
Derivando ambos os membros desta igualdade em ordem a x, vem

¢o = 62z —y)* (v +1)+ (22 —y)’ +(2)
= (22 —y)*(62+6+ 2z —y) +(2)
= (27 —y)*(8x —y +6) + ()

Comparando com a expressao obtida acima para ¢,, conclui-se que ¢(z) = 0.
Portanto, podemos escolher ¢ = 0. As solugoes satisfazem

¢ = (2v — y)*(x + 1) = constante.

9. Seja [ : R — R de classe C! e periodo 27. Entao

o0

f(x) = Z[an cos(nz) + by, sin(nx)] (2)
f(z) = Z[C” cos(nx) + d, sin(nz)].

Derivando formalmente ambos os membros de (2), obtém-se

e}

f(z) = Z[—nan sin(nxz) + nb,, cos(nx)].

n=0
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Devera portanto ser ¢, = nb, e d, = —na,, para todo o n. Para obter
rigorosamente este resultado, observe-se que
1

Cn = — 7Tf’(x)cos(nx)dac
T J %

= %f(a:) cos(nx)

= nb,

: + % /:T f(z)sin(nzx) dx

d, = %/_: f'(z) sin(nx) dz

= %f(x) sin(nx) :r — % /7T f(x) COS(TL:L‘) dx

= —na,.



