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Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Exame - 24 de Junho de 2013
MEEC

Resolucao

RNz

A funcao é descontinua no eixo real negativo porque quando z cruza
o eixo real negativo do semiplano superior para o semiplano inferior a
parte imaginéria de f salta de e para e~!. Logo, f nao ¢ R-diferencidvel
no eixo real negativo. Uma vez que as derivadas parciais

?

0
f’!‘ = 1’ f0 = —ér
T

sdo continuas em {re" :r > 0ef €] -, 7[}, f é R-diferencidvel neste
conjunto.
Tem-se

1 1 o

r mr
A equagao de Cauchy-Riemann, f, = — % fo, € satisfeita nos pontos em

0 , . , . .z

que r = %e?. Tendo em conta a alinea anterior, f é diferenciavel em
. 2] . s
{re? :r=1Llex e €] —m x[}. A derivada é

1 : : 1 , .
f/(_e%eze) — e—z&fr(_e%ew) — 6_19.
™
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b)

—e/m —eil/wt =
—ie71/2/7r
i 1
/ 2e*dy = (—
0

1 1
dz = 2m +
/2_1:2 2(z—2)(z—4) ((2—2)(2—4) o 22
_ ™
= T
£(2) = —g(z) com g(z) = ——
2) =590 comgz—z(z_4).
Desenvolvendo g em série de Taylor em torno de 2, vem
g// 2
9(2) =9(2)+¢'(2)(z —2) + 2(' )(z -2 +....
Ora,
1 2z — 4
2N =—" (2)=——Z2""_ 4(2)=0.
9(2) RS T pIEL g(2)=0
O desenvolvimento em série de Laurent de f em torno de 2 é
1A g0
f(z)—m—i-(]%— o (z—=2)+...,

vélido para 0 < |z — 2| < 2.
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c) A singularidade 2 é um pdélo de primeira ordem e o residuo de f em 2

4 1
e 1

[ IANS—

b) A equagao é separdvel

1 ( 11 ),
——y =1, ou ——+ — ]y =1
y(y — 1) y y-—1

Usando a derivada da fung¢ao composta

d
4
ar

Y

Integrando de 0 a ¢t e usando a condigao inicial, vem

y—1 v | ,jy—1
In — | =1In —In
y Yo—1 Yy

Logo,
Z/__l Yo _ el
y yo—1
porque o primeiro membro é positivo em ¢ = 0 e o primeiro membro
nunca se anula, uma vez que o segundo membro nunca se anula. Assim,

y—1 y—-1,
e

Yy Yo
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Resolvendo em ordem a y, obtém-se

y = Yo
Yo — (yo — 1)et

Embora a deducao apresentada nao seja vélida para yy = 0 e para
Yo = 1, a expressao final é valida também nestes dois casos.
c) No caso em que yy = %,
1
1 tet
A equagao y(t) = « tem solugao para 0 < a < 1.

Y

a) Para que
w(x)(Bxtyne + oty + 22y?) + p(x)(2® Inz + 223y)y =0
seja exacta, deve ter-se
w(z)(3z* Inz + 2* + 22%y)
= i/ (x)(2° Inz + 22°y) + p(x) (52’ Inx + 2 + 62°y),
isto é
w(x) (=22 Inz — 42?y) = p'(z)(2° Inz + 22°y).
Simplificando, vem
/
oy (x) = —2pu(z).
Conclui-se que p(z) = -5 ¢é factor integrante.
b) A equagao
(Bx?yInz + 2%y +y?) + (2*Inz + 2zy)y’ =0
é exacta. A suas solucoes satisfazem

0 0¢ d d
a_f+a_<§d_i =0 & —[o(r,y(@)] =0 & d(r.y) =c

onde

0 0
—¢:3$2ylnz+x2y+y2 e —¢:z3ln:p+2zy.
Ox dy

Determinando ¢, conclui-se
¢ =2 ylnx + 2y® = c,

onde ¢ é constante.
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7. -
f(x) = Zan cos(nz),
n=0
com
1 [" 1 [7 T
ag o _ﬂ|x\ x 7T/0 vde = 2,
1 [7 2 [T
a, = —/ \x|cos(nx)dx:—/ x cos(nx) dz
) . T Jo
2 [ ™ 1 [7
= — Esin(m:) - —/ sin(nx) dx]
T |n o nJ
2 [ 1 "
= — (E sin(nx) + —zcos(nz)) }
T | \n n 0
211
= = B (cos(nm) — 1)]
- — w;:ﬂ se n € impar,
a 0 sen épar.
Portanto,
T 4 cos(3z)  cos(bx)
f(x):§—%<cos(:c)+ 3 + = +...).
8.

a) Prolonga-se u como funcdo par em z de periodo 27. Para cada t fixo,
desenvolve-se u em série de Fourier:

u(z,t) = Z a,(t) cos(nz).

Uma funcao deste tipo satisfaz formalmente as condicoes fronteira.
Substituindo na equacao diferencial

Z al (t) cos(nx) = — Z n*a,(t) cos(nz) + e '% cos(4x).

Da unicidade dos coeficientes de Fourier,
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b) Resolvendo as equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem obtém-
se
an(t) = cpe™ ™t para n # 4,
as(t) = cae ' 4 te7 160 para n = 4,

onde ¢, sao constantes. Portanto,
[ee]
2
u(z,t) = Z cne” " cos(nx) + te” % cos(4x).
n=0
c) Para que seja satisfeita a condi¢ao inicial, deve ter-se

u(z,0) = Z ¢ cos(nx) = cos(2x),

n=0

isto é, deve ter-se co = 1 e os restantes ¢, nulos. Uma solucao do
problema é
u(z,t) = e * cos(2x) 4 te % cos(4x).



