Andlise Complexa e Equacoes Diferenciais
24 de Junho de 2013

MEEC
1° Teste — Perguntas 1 — 4 — 90 minutos
2° Teste — Perguntas 5 — 8 — 90 minutos
Exame — Todas as perguntas — 3 horas

Apresente os calculos

1. Esboce o conjunto {z EC:—1<R2<0e0<Bz< %} e a sua imagem
por z — e*.

2. Considere a funcao f: C\ {0} — C, definida por
f(re®)y =r+ iev, para 0 €] —m,m.

a) Analise a continuidade de f e a R-diferenciabilidade de f.
b) Estude a diferenciabilidade de f e calcule a sua derivada.
c) Esboce o conjunto de pontos de diferenciabilidade de f.
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4. Considere f: C\ {0,2,4} — C, definida por f(z) = —Z(Z_Qﬁ(z_ﬁt).

3. Calcule

simplificando o resultado.

a) Calcule f|zfl\:2 f(2)dz, onde a circunferéncia é descrita no sentido di-
recto.

b) Determine os termos do desenvolvimento em série de Laurent de f em
torno de 2 correspondentes a poténcias de z — 2 de grau estritamente
menor do que um. Indique a regiao em que o desenvolvimento é valido.

c) Classifique a singularidade 2 e indique o residuo de f em 2.
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5. Considere a equacao diferencial

v =yly—1).
a) Esboce o seu campo de direcgoes e os gréficos das solugoes. (1)
b) Determine a solugao que satisfaz y(0) = ypo. (1.5)
c) Considere o caso particular em que yo = % implifique a expressao (0.5)

S
para y. Para que valores de « tem a equagao y(t) = « solugao?

6. Considere a equacao diferencial

(3z*yInx + 2y + 2%y?) + (2’ Inz + 22%y)y’ = 0.

a) Determine um factor integrante da forma pu = pu(z). (1)
b) Resolva a equacao diferencial. Pode apresentar as solugoes na forma (1)
implicita.

7. Considere a fungao f, peridédica de periodo 2, definida por f(x) = |z| (1.5)
para x € [—m,7]. Calcule o desenvolvimento de f em série de Fourier, sim-
plificando as expressoes para os coeficientes.

8. Considere o problema

Uy = Uy + e 1 cos(4z) para (z,t) € [0, 7] x [0, +o0,
uz(0,t) = ux(m,t) =0  parat € [0, +o0],
u(x,0) = cos(2x) para x € [0, 7].

a) Sabendo que o problema tem uma solugao, prolongue a solugdo de (1)
forma conveniente e desenvolva o prolongamento em série de Fourier.
Determine equagoes diferenciais ordinarias para os coeficientes.

b) Determine formalmente as solugoes da equagao diferencial parcial que — (1.5)
verificam as condicoes fronteira, sem se preocupar em satisfazer a con-
dicao inicial.

c) Determine uma soluc¢ao do problema. (1)



