Instituto Superior Técnico 2° Semestre 2010/2011
Departamento de Matema4tica 21 de Margo de 2011
Duragio: 45 minutos

1° TESTE DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC e MEMec

1) Para cada pardmetro real o, considere o sistema de equagdes lineares de varidveis reais cuja matriz
aumentada & dada por:

1 2 3] 0
3 2 1| 4
1 2 5| —4
a 2a¢ 3| 0

a) (1.0) Determine os valores de o para os quais o sistema anterior & possivel e determinado.

b) (1.0) Para a = 1, determine a solug@o geral do sistema de equagdes lineares correspondente.

2) (1.0) Determine a matriz A do tipo 2 x 2 tal que

01 01
r-[2 1] amaaa ]2 1],

3) (1.0) Seja

— b3 B i
b b oW
Lo B b
==

Justifique que A & invertfvel e calcule a entrada (4, 2) de A~L.

4) (1.0) Seja A € M xn(R) tal que Au = 0 para qualquer u € My,;(R). Prove que A = 0.



Instituto Superior Técnico 2° Semestre 2010/2011
Departamento de Matemdtica 21 de Margo de 2011
Duragéo: 45 minutos

Resolugio do 1° TESTE DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC e MEMec

1) Usando o método de eliminagio de Gauss, tem-se

1 2 3] 0 1 2 3 | © 1 2 3 | 0
3 2 1] ¢4 . 0 4 -8 | 4] |04 -8 |4
-1 2 5 | —4| s+~ [0 4 8 | —4 0 0 3(1—-a) | O
a 2 3| 0 Itls—la 0 0 31-a) | O 0 0 0 | O

—aln+La—Ly
a) O sistema & possivel e determinado se e s6 se @ € R\ {1}.

z+2y+32=0 {x=z+2

b) Para a = 1, tem-se o sistema de equagdes lineares { dy—8z=4 y=—2z—1.

Fazendo z = s, a solugdo geral do sistema é dada por: $ ={(s+2,-2s—1,5):s € R}.

0 1 0 1 -2 1 2117 Jo &
2)1—[2 2]A=Adet[2 2]4:[ 5 0]A=I¢»A=[ 5 0] =[1 f]'

4 3 2 1 2 1 0 1 2 1 0
3) detA= 2311 = 0 1 -11 =1x(-1)*"*| 0 1 -1|=-3#0logo
22 21 —204+4+C,—C) 0 0 0 1 1 0 1
—2C34+Ca2—C: -
123 1|08 aI-10 11
A & invertfvel.
1 1 4 3 2 1 4 3 2 1 4 3 2
- =—2C0 2 y)=——(— —_—— —_——— =——-X0=
A1(4,2) ot A f A 3 1242 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 0
¢ - 123 555 000

4) Seja A = (ai;). .. € Muxn(R) tal que Au = 0 para qualquer u € Myx;1(R).

nxn

Para cada j € {1, ...,n} fixo, seja e; = (dy;),,,.; € Mnx1(R) em que d;; = { Lise 1=y Como

0 se £5#7.
AEJ' =0

para todo o j € {1, ...,n} e por outro lado

alj

Aej = |
O
a1 0

para todoo j € {1,...,n},entdo | : | = |:| para todoo j € {1,...,n} pelo que A =0.

Qg 0
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Departamento de Matemética, 2 de Maio de 2011
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2¢ TESTE DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC e MEMec

1 -1 1 -1
-1 1 -1 1
1 -1 1 -1
-1 1 -1 1

1) Considere a matriz dada por: A =

a) (1.0) Determine, justificando, a dimensio do micleo de A.

b) (0.5) Diga, justificando, se {(1,0,0,0)} & uma base do espago das colunas de A.

2) Considere o seguinte subespago de R%: U = {(z,v,z,w) € R*: z+y+ 2z +w =0}.
a) (1.0) Determine uma base para U.

b) (0.5) Determine uma base para U que inclua os vectores (1,—1,-1,1) e (—1,0,0,1).

3) (1.0) Considere em R? as bases ordenadas B, e B, em que B; = {(1,—1),(0,1)}. Seja

1 -1

a matriz de mudanga da base B; para a base B;. Determine as coordenadas do vector (1,1) em Bs.

4) (0.5) Seja Py = {p(t) = ag + azt + axt? : ag, a1, a2 € R} o espaco linear real dos polinémios reais
de grau menor ou igual a 2. Considere os seguintes subespagos lineares de Ps:

Vi={p{#) €Pp: p(-1)=2p(0) —=p(1)} e Va=L{{-1+¢t1-¢}).

Determine um base para Vi n Vs.

5) (0.5) Seja A € Mpyo(R) tal que A% # 0 e A? = 0. Seja v ¢ N(A3). Prove que o conjunto
{v, Av, A%y, As'u}

é linearmente independente.



Resolugidio do 2° TESTE DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC ¢ MEMec

1) Usando o método de eliminagiio de Gauss, tem-se

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
-1 1 -1 1 0 0 0 0 «
A=11 1 1 4 LidIoosI, |0 0 0 0 (*)-

-1 1 -1 1 |-=hth=Is | g 0 0 0

Ly4+Lg—Ly

a) Atendendo a (*) dimAN (A) =4 —dimC(A) =4 —carA=4—-1=3.

b} {{1,0,0,0)} ndo & base de C (A4) uma vez que (1,0,0,0) ¢ C (4). Uma base de C (A) & por exemplo
{(1,-1,1,-1)} e (1,0,0,0) ¢ L{(1,—-1,1,-1)}.

2) a) U = {(z,y,z,w) ER*: z+y+z4+w=0}={(—y—z—wyzw): yz,0 € R} =

L({(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1)}) . O conjunto {(—1,1,0,0), (-1,0,1,0),(-1,0,0,1)} é urma base
para U, uma vez que gera UV e, é também linearmente independente.

b) Atendendo a que U = L ({(1,-1,-1,1),(-1,0,0,1),(-1,1,0,0),(—1,0,1,0)}}) e

1 -1 -1 -1 1 -1 =1 -1
1 0 1 0 0 -1 0 -1
-1 0 0o 1|7 (oo =1 1
1 1 0 0 00 0 O

entao {(1,—-1,-1,1),(-1,0,0,1),(—1,1,0,0)} é uma base para U, uma vez que gera U e, é também
linearmente independente.

3) Como 1 e 2 sio as coordenadas de (1,1) em B, pois (1,1} = 1(1,—1) + 2(0,1), e sendo Sg,_5, =
1 1
0 1

) 1 -1][1] _[-1
2 4 MIna vez que 0 1 9 = 9 .

4) Como p(—1) = 2p(0) — p(1) © ag — a1 + as = 2ag — (ag + ay + ay) <> a; = 0 entdo
Vi ={p(t) € Pz : p(—-1) = 2p(0) — p(1)} = {ao -+ a1t -+ ast? : as = 0}. Por outro lado, atendendo a

-1 1 | a -1 1 | ag
i 0 |a|—=|0 1] a+a
0 -1 | e 0 0 | ap + a1 + ag
ag+a,1t+a2t2 eV = L({—l-l-'t, l—tz}) < ap+a;+a; =0. Logo Vo = {ao+alt+azt2 tdpt+ay+ag = 0}

Peloque ViNVe = {ag+ a1t +ast? :ap+ a1+ a2 =0 e a; =0} = {—a;, + oyt : 03 € R} = L{{-1+1}).
Como {—1+ ¢} gera V] NV, e, é também linearmente independente, entdo & uma base para Vi N Va.

a matriz de mudanga da base B; para a base By, entdo as coordenadas de (1, 1) em B, séo ~1

5) Sejam o, 8, 7,8 € R tais que av + SAv + yA%v + §A% = 0. Multiplicando a igualdade anterior
por A® e atendendo a que A* = 0 e assim A% = A5 = A" = 0, entdo @43y = 0 e deste modo & = 0 uma
vez que A3 # 0 (v ¢ N(A3)). Analogamente: multiplicando a igualdade SAv + yA%v + § A% = 0 por A?
tem-se 8 = 0, multiplicando a igualdade yA%v + 6A% = 0 por A tem-se v = 0 e finalmente de §4% = 0
obtém-se § = 0. Logo, o conjunto {v, Av, A%y, A3y} & linearmente independente.
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3° TESTE DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC e MEMec

1) Considere o espaco linear R* munido com o produto interno usual. Para cada o real, considere a
matriz dada por:

1 0 2
A= -1 3 «
2 01

a) (1.0) Prove que {4,1 + @, —4) & um vector préprio de A e diga qual € o valor préprio associado.
b) (1.0) Determine os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.

c) (1.0) Determine uma base para cada espago préprio de A e identifique os valores de ¢ para os quais
A é diagonalizével.

d) (1.0) Determine, se existirem, os valores de cx para os quais é possivel encontrar uma base ortogonal
de R?® constituida sé por vectores préprios de A. Justifique.

e) (1.0) Considerando a matriz A para o = —1, calcule a dist4ncia entre (1,1,1) e N (A + I).

2) Seja P2 o espago linear real dos polinémios reais de grau menor ou igual a 2. Considere a base ordenada
B = {p1,pa,pa} de P> onde p;(t) = 1 + 2t + 3¢2, pa(t) = 2+ 3¢, ps(t) = 1. Considere a transformagao
linear T : Py — Pa definida por:

T(pa(2)) = pa(2), T'(p2(t)) = pa(t), T(pa(t)) = 0.
a) (1.0) Determine a matriz M (T’; B; B) que representa T na base B.

b} (1.0) Calcule T3(p(t)), para todo o p(t) € Ps.
c) (1.0) Determine uma base para o micleo de T' e uma base para o contradominio de 7.

d) (1.0) Resolva, em P,, a equagdo linear T(p(t)} = 3 + 3t.

3) (1.0) Considere o espago linear R" munido com o produto interno usual. Seja A € My, (R) tal que
AT A = AAT. Prove que o complemento ortogonal do espaco das colunas de A é igual ao micleo
de A, isto é
L
(ClA)™ =N(4).



Resolugdo do 3° TESTE DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC e MEMec

1 0 2 4 4
-1 3 a l4a |=(-1)|1+4+e |,
2 01 -4 —4

logo (4,1 + ¢, —4) é um vector préprio de A associado ao valor préprio —1.

1) a)

b)

1-A 0 2
-1 3-A «
2 0 1-X

det(A — AT} = =B-N({1=-N"-49=6-N(-1-N),

logo, os valores préprios de A sdo: 3 e —1 onde m, (3) = 2 e m, (—1) = 1 s8o as respectivas
multiplicidades algébricas.

c) Espacos préprios de A: N (A — (—1)I) e N (A — 3I). Tem-se
2

N(A—(—I)I)=N([—1
2

O O
bR OB

]) =L{{{(4,1+0,—-4)}).

O conjunto {(4,1 + «, —4)} é uma base de N (A — (-1} I) pois gera N (4 ~ (~1) I} e & linearmente
independente.

-2 0 2 L{{(0,1,0)}) se a#1
N(A—31)=N([—1 0 a D:{
2 0 -2 L({(0,1,0),(1,0,1)}) se a=1.

O conjunto {(0,1,0)} é uma base de N (A —3I) se @ # 1. O conjunto {{0,1,0),(1,0,1)} & uma
base de N (A—3l)sea=1.

A é diagonalizdvel se e $6 se existir uma base de R® formada sé por vectores préprios de A
({(4,2,-4),(0,1,0),(1,0,1)}}) seesése a = 1.

d) Nio h4 nenhum valor de « para o qual exista uma base ortogonal de R* constituida s6 por
vectores préprios de A, uma vez que A nfio é simétrica, isto é, A # AT para todo o a.

e) Para o = —1, a dist4ncia entre o ponto (1,1,1) e o subespago AN (A + I) ¢ dada por:

41,1, 1, N(A+D)) = | Pyyarys (11,1 = | Pecarn (3, 1,1)] 14,11 = V3.

(L LDEL(AHD=L{LOOGLON

1



000
2) a) M (T;B; B) = ; (1) 8 ] uma vez que T (py1()) = pa(t), T (pa2(t)) = pa(t), T (ps(t)) =0

e B = {p1,p2,p3} &€ uma base ordenada de P.

b) Atendendo a que
000]° [oo0o0
MT5BB)=[100| =[000],
010 0 00

sendo «, 8 e v as coordenadas de p(t) em B entdo as coordenadas de T3(p(¢)) em B sio dadas por:

o 0
M (Ts; B; B) Bl1=1]10].
¥ 0
Pelo que T3(p(t)) = 0, para todo o p(t) € Ps.

c) Como N(M (T; B; B)) = L ({(0,0,1)}), entdo
N(T) = L ({0p:(t) + Op2(t) + 1ps()}) = L ({ms(H)}) = L({1}).

O conjunto {1} é uma base de N (T') pois gera N(T') e é linearmente independente.
Quanto ao contradomfnio, como B = {p;,ps,ps} gera Pa:

I(T) = LUT (:(1)) . T (p2(£)), T (ps(tN}) = L ({p2(t), ps(t)}) = L ({2 + 3¢, 1})..
O conjunto {2 + 3t,1} é uma base de Z(T") pois gera Z(T') e é linearmente independente.

d) Como
T(pt) =3+3t=(2+3)+1=TmM) +T () = T +m() =T (3+5t+3t%),
logo 3 4 5t 4 3t% & uma solugio particular de T'(p(2)} = 3 + 3¢, pelo que a solugdo geral de
T(p(£)) =343t

é dada por:
NT)+3+5t+32=a+3+5t+3t2 com acR.

3) Usando o produto interno usual, tem-se

N(A) = N(ATA) = N(AAT) = (E(AAT))J— = (C(AAT))l = (C(A))*.
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TESTE DE RECUPERACAO DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC e MEMec

I (T1+T2 - 10 valores - 90 minutos )
2
0.
2
2

a) (1.0) Determine o nimero real A para o qual u = l: 2 } ¢ solugao da equagdo: Au— Au=0.
2

0 O o
O o O

1) Seja A= {

b} (1.0) Determine uma base para A (A).

8
c) (1.0) Resolva a equagio: Au= l: 8 ] .
3

d) (1.0) Determine todos os vectores b para os quais a equagio Au = b tenha sempre solugio.

0 0 -1 1
2) (1L0)Sejad=| > o _5 "o | Caloule det (4° - 4%).
0-2 1 0

001
3) (1.0)Sejam A= | 0 1 0| eB=
100

101

0 2 0 |. Determine a matriz X tal que
-1 01
AXB - B=AXdet (ATA) .

4) Seja Py = {p(t) = ag + a1t + asf® : ag, a1, € R} 0 espago linear real dos polinémios reais de
grau menor ou igual a 2. Seja B = {¢ —#, —2 + 2t} uma base ordenada de um subespago U de P.

a) (1.0) Determine as coordenadas do vector 1 — 2 na base B.

b) (1.0) Determine a base ordenada B; de U de tal modo que a matriz de mudanca da base B; para
a base B seja dada por:
Sp g = [ 11 ]
18 0 _% -

c) (1.0) Sendo V = L ({—1+ 1, -2+t — 12,3 — t}), determine, justificando, uma base para U N V.

5) (1.0) Seja A uma matriz real do tipo 5 x 6. Calcule, justificando, det (A7A) .

1/2



IT (T3 - 10 valores - 90 minutos )

1) Considere o espago linear R* munido com o produto interno usual e os seguintes subespacos
lineares de R*: :

vV =r((1,1,0,0),(1,0,1,-1)}, W ={(z,y,2,w) eR*: z—y+2z+3w=0}.

a) (1.0) Determine u € V ev € V* tais que (2, =2, 1, ~1) = u+v e calcule a distancia entre (1,1,1,1)
eV.

b) (1.0) Encontre uma matriz A tal que W = N (A).
¢) (1.0) Verifique que V C W e determine uma base para W NV+.

d) (1.0) Verifique se V- + W' = R4, justificando.

101
A=|02 0].
101

Considere a base ordenada B = {(1,0,0),(1,1,0)),(1,1,1)} de R® e T : R* — R? a transformaco
linear tal que A = M(T; B; B).

2) Considere matriz dada por:

a) (1.0) Determine os valores préprios da matriz A.

b) (1.0} Encontre uma base de R* formada por vectores préprios de A.

c) (1.0) Verifique se o vector (1,0, —1) é vector préprio da matriz A ou da transformagio linear T
d) (1.0) Resolva, em R?, a equagfo linear T'(z,y,2) = (2,1,1).

e) (1.0) Verifique se a aplicagdo
((331, T2, T3), (Y1, Y2, ys)) =z + T1ys + 22290 + 23t + T3ys

define um produto interno em R*. Justifique.

3) (1.0) Seja A matriz real n x n nilpotente, isto é, existe um natural k tal que A* # 0 e A**1 = 0.
Prove que A néo é diagonalizdvel.

2/2



Instituto Superior Técnico Ano Lectivo 2010/2011
Departamento de Matematica 16 de Junho de 2011

Duragiio: 90 4+ 90 minutos

RESOLUGAO DO TESTE DE RECUPERACAO DE ALGEBRA LINEAR
CURSQ0S: LEAN, LEMat, MEAer, MEAmbi, MEEC e MEMec

I (T1+T2 - 10 valores - 90 minutos )
2 2 8 2
H_A[z}ﬂ@[s}_,\[z}:o@,\:&
2 2 8 2
2 0 2 0
b)N(A):N([o : OD N([ :
202 0
8
c)Au=[ :|®Au—4|:2] & u= l ] ! :|comaER.
8 a) e b)

d} A equagdo Au = b tem sempre solugio se e s6 se b € C (4) = L ({(1,0,1),(0,1,0)})

20 2
1)a) Au—du=0& {0 4 0
2 02

Lo I s Y 0
Lo T oo I 5

D = L({(1,0,-1)}). {(1,0,~1)} ébase de N (A).

5

0001 -1 0 0 1
6 45y _ s o 1000 0 -1 0 -2|_
2)det(A A®) = (det A)°det (A— 1) = | det 0100 det 0 0 -1 0 =3.
0010 0 0 0 3
3) AXB - B = AX det (ATA) & AX (B—Idet(ATA)) —Bo
=1
00177'[ 101 0o 011" 10 1
eX=|010 020 0 10| =]02 o |.
100 -1 01 -10 0 10 -1

4) a) Como 1 — 2 =t — 24 (—1) (—2 + 2t), as coordenadas de 1 — t? na base Bsio 1 e —1.
b) By = {1(t— %)+ 0(-2+2t),1(¢ 1) + (=) (-2 +2t)} = {t — 3,1 - *}.

c)V sy L{~1+t,-2+t~1?}). Como -1+t €U e—-24+t—-t2¢ U, temse U+V =Pz e
assim {—1 + #*} é uma base para UNV.

5) Sendo A € Msys (R), tem-se ATA € Mgy (R). Como N (A) C N (ATA) e
dimAN (A)=6—-carA>6-5=1
entdo 1 < dim A (4) < dim A (AT 4). Logo dim N (ATA) # 0 pelo que AT A n3o ¢ invertivel, isto ¢,

det (ATA) = 0.



IT (T3 - 10 valores - 90 minutos )

1) a) Os vectores u; = (1,1,0,0),u2 = (1,0,1,—1) formam uma base de V. Seja {vy, v} & base
ortogonal de V' que se obtém aplicando o processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt aos vectores
11 e up. Portanto, v, = u; = (1,1,0,0) e

(2, 1) 1 1 1
= _—_— = — —_— = (= —=.1.—1).
U2 = Us ('Url,ul> iy (1,0: 1, 1) 2(1:1:0: O) (2: i )
Assim, v = Py(2,-2,1,-1) =
((2, -2,1, —1), 'U]_) ((2, -2,1, —-1), 'Uz) 0 4 1 1 1
=—(1.1.0 — (5,—-=,1,-1) = =(4,—4,8,—8
(‘Ul, 'U1> 'U]_ + (7)2,1}2) 'U2 2 (1! H 10) + 5/2 (27 2? bl ) 5( H )

ev=Py.(2,~2,1,-1) = (2,-2,1,~1) — Py(2,—2,1,—1) = (6, —6, -3, 3). Finalmente
d((la 1,1, 1)1 V) = ”PVJ-(]-’ 1,1, 1)” = “(1: 1,1, l) - PV(]-: 1,1, 1)” = ||(0,Oa 1, 1)” = ‘/5
b) Como z =y—2z—3we (y—22—3w,y, z,w) = y(1,1,0,0)+2(—2,0,1,0)+w(-3,0,0, 1) conclui-se

1 100
que W = L((1,1,0,0), (-2,0,1,0),(—3,0,0,1)). Portanto, W+ =N (A)com A= | -2 0 1 0 ] .
-3 001
¢) (1,1,0,0),(1,0,1,—1) € W, pelo que qualquer combinacéo linear entre eles também pertence a W
(porque W & um espago linear). Portanto V € W. Assim, W+ C V-, donde W NV+ = Wi, Mais,
{(1,-1,2,3)} ¢ uma base de W pois Wt =L[1 -1 2 3].
d) Nio, pois pela alinea ¢) podemos concluir que W+ C V4 e portanto Wt + V< = V1 £L R4,
2) a) O polinémio caracterfsico de A &
1-Xx 0 1
p(A)=det(A—Al)=det| 0 2-X 0 =2-A{(1-22-13) =-A(r-2)%,
1 0 1—-A
donde {0, 2} é o conjunto dos valores préprios de A com m,(0) =1 e m,(2) = 2.
b) {(1,0,—1)} é uma base para o espago préprio Ey = N(A) e {(1,0,1),(0,1,0)} & uma base para o
-1 0 1
espaco proprio Bp = N(A—-2I) =N l 0 0 0 |. Portanto {(1,0,-1),(1,0,1),(0,1,0)} & uma
1 0 -1
base de R? formada por vectores proprios de A.
c) (1,0,—1) é vector préprio da matriz A pela alfnea b), mas nfio & vector préprio da transformagio
linear T', pois T'(1,0,—1) = (2,2,0); note que 7°(1,0,—1) =

T(1(1,0,0) +1(1,1,0) — 1(1,1,1)) = T(1,0,0) + T(1,1,0) — T(1,1,1) = T(1,1,0) = 2(1, 1, 0).

d) (1,0,0) é uma solugdo particular de T'(z,y,2) = (1,0,1), ie. 7(1,0,0) = (2,1,1). Por outro
lado {(—1,0,1)} & uma base para N'(A) e portanto {(0,1,1)} & uma base para N(7T), pois (0,1,1) =
—-1(1,0,0) +0(1,1,0) + 1{1,1,1). Logo a solugio geral da equagdo linear T(z,y, z) = (1,0,1) &

(1,0,0) +¢(0,1,1) = (1, ¢, ¢), celR.

101 "N
e) Temos {(z1,T2,23), (Y1, %2,%8)) = [ 71 22 =5 | I: 020 ] ! ¥ } . Como os valores préprios de
101 s
A n#o s8o todos positivos, podemos concluir que a aplicagio nao define um produto interno em R3.
3) Se X é valor préprio de A entdo AF*! & valor préprio de A¥*1, pois Au = Au implica A1y = \¥*Hy,
Sendo A & nilpotente, entdo \*™! =0, logo A = 0 & o tinico valor préprio de A.
Se A fosse diagonalizdvel entfo existiria uma matriz invertfvel S tal que A = S~1DS onde D é a
matriz diagonal cujas entradas na diagonal sio formadas pelos valores préprios de A. Como A =06
0 1inico valor préprio de A, D = 0 e portanto A = §7105 = 0, o que é absurdo porque A* # 0.

2



