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Introducéo e Objectivos

Baseado numa vinheta Klein escrita em co-autoria com Ana
Cannas da Silva para o Projeto Klein de Matematica em Lingua
Portuguesa, que se insere no Klein Project da International
Mathematical Union (IMU) e International Commission on
Mathematical Instruction (ICMI).

Dar explicacdo simpléctica para a féormula
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Nota: Volume BN(R) = #N/2RN/T(N/2 + 1).

Volume B2"(R) =

Divulgar Projecto Klein, em particular as suas vinhetas.



Teorema favorito de Arquimedes (287-212 AC)

"A area da superficie de uma esfera entre 2 planos paralelos
que a intersectam depende apenas da distancia entre esses
planos e n&o da altura onde intersectam a esfera"

Figure: Faixas esféricas e cilindricas com a mesma area.



Teorema favorito de Arquimedes (287-212 AC)

Figure: Longitude: 0 < 0 < 2; latitude: —7/2 < ¢ < /2.

Area aproximada do rectangulo sombrado:
altura x largura ~ (R- Ap)(R-cos¢ - Af) = Af- R?cos - Ap.
Area aprox. da faixa esférica entre os paralelos ¢ e ¢ + Ay:

areasss ~ 2rR%cos ¢ - Ap .



Teorema favorito de Arquimedes (287-212 AC)

Como

Ah=R-sin(p+ Ap)— R-sing
= R-(siny-cosAp+cosy-sinAy)— R-sing
=R-siny-(cosAp—1)+ R-cosp-sin Ay

e
cosAp—1~0, sinAp ~Ap quando Ay ~ 0,
temos que
Ah~R-cosy-Ap.
Logo

areags ~ 2mR% - cosp - Ap = 2rR - Ah = 4reay; .



Teorema favorito de Arquimedes (287-212 AC)

Assim, o uso das coordenadas (h, #) simplifica de forma
significativa o célculo da area de certas regides esféricas.

Estas coordenadas sédo um primeiro exemplo de coordenadas
de accao-angulo, muito usadas em geometria simpléctica.

Em dimensao 2 a Geometria Simpléctica ndo € mais do que o
estudo de transformacdes que preservam area. Este Teorema
de Arquimedes pode ser considerado como o0 seu primeiro
resultado.



Coordenadas de acg¢ao-angulo para o circulo

1
h=_r? 0
5 e
com

# = angulo a partir de um semi-eixo do plano
r = distancia a origem.

Figure: Em coordenadas de acgao-angulo, area de coroa circular
=27 - Ah.



Coordenadas de acgdo-angulo para B* ¢ R*

(hy = 12/2,64, ho = r,%/2,6,) € R? x R? = R*

8(R) = { (.01, 02) 5 1y e < S
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Figure: Triangulo que "codifica" a bola de raio R em dimenséo 4.



Volume para B* ¢ R*
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Volume B*(R) = (2)? x &rea do triangulo sombreado
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Coordenadas de accao-angulo e volume para
BZn C RZn

(hy =12/2,04,...,hy=r:2/2,0,) € R x ... x R2 = R?"
1
B>"(R) = {(h1,91,...,h,,,9,,) chi+--+hy < 2/?2}

Volume B?"(R) = (2x)" x volume do n-simplex correspondente

. (R?/2)"
— (@) x ¢ n/!)
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Projecto Klein

» Livros originais do Klein (recentemente traduzidos para
portugués e publicados pela SPM)

» ICMI-IMU Klein Project

» Projecto Klein de Matematica em Lingua Portuguesa
(Sociedade Brasileira de Matematica, ...) com colaboragao
da SPM

» Vinhetas Klein



