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1. Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico. Mostre que qualquer subespago S C V
com codimensao 1 é coisotrépico.

2. (a) Seja E um espaco vectorial real. Mostre que E® E* tem uma estrutura simpléctica
canonica wy determinada por wy(u @ o, v @ ) = f(u) — a(v).
(b) Seja L um subespaco Lagrangiano de um espago vectorial simpléctico (V,w).
Mostre que existe uma transformagao linear simpléctica ¢ : (V,w) — (L& L*, wy)
tal que ¥(u) =u® 0, Yu € L.

3. Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico, J € J(V,w) uma estrutura complexa
compativel com w e g;(-,:) = w(-,J-) o produto interno associado. Mostre que um
subespago L C V ¢ Lagrangiano sse J(L) = Lt = complemento ortogonal de L com
respeito a g;. Deduza que L é Lagrangiano sse J(L) é Lagrangiano.

4. Seja V um espaco vectorial real de dimensao 2n e J : V' — V uma estrutura complexa.
Mostre que o espaco das formas simplécticas em V' compativeis com .J é convexo.

5. Considere a variedade simpléctica (S? w), onde
S? ={x = (21,29, 73) ER® 1 23 + 25+ 25 =1} CR®
e w € Q*(S?) é dada por
we(u,v) = (z,u x v), Yo € S?, Yu,v € T,5% = {z}* C R®

((-,+) denota o produto interno usual de R? e x denota o produto externo). Ou seja,
w é a forma de 4rea induzida em S? pela métrica Euclidiana em R3.

(a) Mostre que em S?\ {(0,0,+1)}, a forma simpléctica w é dada em coordenadas
polares cilindricas (0, z3), com 0 < 6 < 2w e —1 < x3 < 1, por w = df A dxs.
Nota: isto mostra que a projeccao horizontal do cilindro na esfera preserva area,
um facto bem conhecido desde Arquimedes.

(b) Use a alinea anterior para mostrar que o fluxo Hamiltoniano gerado pela fungao
h:S?* — R, h(x) = x3, consiste em rotacoes de S? em torno do seu eixo vertical.

6. (a) Seja L uma variedade diferenciavel. Qualquer difeomorfismo f : L — L induz
naturalmente um difeomorfismo F' : T*L — T*L pela féormula

F(z,a) = (f(2), ((df)z")"a) .

Mostre que F' é um simplectomorfismo de T*L, i.e. F*Wean = Wean-

(b) Seja Y um campo vectorial em L, f; : L — L o fluxo gerado por Y, F, : T*L —
T*L o grupo a 1-parametro de simplectomorfismos induzido por f;, e X o campo
vectorial em 1%L gerador de F;. Mostre que X = X} é o campo vectorial Hamil-
toniano da fungao h : T*L — R dada por h(z,a) = o, (Y (z)).



