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1. Sejam E' e E? dois fibrados vectoriais sobre uma variedade M, com conexdes V! e
V? respectivamente. Seja V a conexdo naturalmente definida no vibrado associado
E' ® E? pela férmula:

V(s'®s%) = (Vish) @ s+ st @ (V3s?), st e (B, s* € T(E?).
Dados X,Y € I'(TM), mostre que a curvatura {2 da conexao V satisfaz:
QX,Y)(s'®s%) = (X, Y)sh) @ s* + ' @ (Q*(X,Y)s?),
onde Q! e Q% denotam a curvatura de V! e V2 respectivamente.

2. Seja E = T'M o fibrado tangente de uma variedade M, {ey,...,e,} uma base local
para secgoes de T'M sobre um aberto U C M e {#',...,0™} a base dual para 1-formas
definidas em U (i.e. 6'(e;) = d). Seja ainda V uma conexao em E = T'M, definida

em U por uma matriz de conexao w = [w}] (i.e. Ve; =3 whe;, wi € Q' (U)).

(a) Seja © o vector coluna de 2-formas definido por ©® = dff + w A 6, com 6§ =
(6, ...,0™)". Determine qual a férmula de mudanga de base para © e conclua
que O estd bem definida em toda a variedade M como um elemento de Q*(TM) =
2-formas com valores em 7M.

(b) Mostre que para X,Y € I'(T'M) tem-se que
D OX,Y)e =VxY - VyX - [X,Y] =T(X,Y),
i=1

i.e. © é o tensor de torsao de V.

¢) Assuma agora que V é uma conexao sem torsao em ,esejal=dw+wAw
A g V é a torsa TM ja Q = d A
a matriz de curvatura. Mostre que 2 A 0 = 0, e que esta equacao nao é mais do
que a Primeira Identidade de Bianchi:

QX Y)Z+QY, 2)X +QZ,X)Y =0, VX,Y,Z € T(TM).

3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo m. Dadas coordenadas locais

r = (2',...,2™) num aberto U, de M, considere a forma de grau m, o, € Q™(U,),

definida por
o, = \/det(gi;) dz' Ao A da™,

onde g;; = g(axiv 507 )-



(a) Sey = (y',...,y™) é um sistema de coordenadas locais num aberto U, de M,
mostre que em U, N U, tem-se:

0y = Loy,

onde o sinal é determinado pelo Jacobiano da mudanga de coordenadas = = z(y)
(ou y = y(x)).

(b) Conclua que se M ¢é orientavel entao (M,g) possui uma m-forma diferencial
canénica o € Q™ (M), satisfazendo

p(V1, ... Uy) =1
para qualquer p € M e base ortonormada {v1,...,v,} para T,(M) compativel
com a orientagdo. (o ¢ a chamada forma de volume da variedade Riemanniana

(M, g).)
4. Seja (M, g = ()) uma variedade Riemanniana e V a conexao de Levi-Civita em T'M.

(a) Dada uma curva v : [0,1] — M e campos vectoriais X,Y € I'(T'M|,) definidos ao
longo de v, mostre que

d
%(Xw); Y = (V5 X)), Yym) + (X (V5Y)y0) -

(b) Conclua que o transporte paralelo
1.
o) : Ty M = Ty M
¢ uma isometria.

5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M — R uma fungdo C*°. Define-se o
campo vectorial gradiente de f, gradf € I'(T' M), pela férmula

g(gradf,Y)=df(Y), VY e I'(TM).

Mostre que se ||grad f|| = 1 entao as curvas integrais de grad f sao geodésicas.



