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1. Seja V um espago vectorial real e A(V*) = @7_,A*(V*) a sua dlgebra exterior, onde
n = dim V. Um elemento w € A*(V*) diz-se decomponivel se pode ser escrito na forma
w=a'A---Aa¥ comal e A{ V) =V* i=1,... k.

(a) Mostre que se n < 3, qualquer w € A¥(V*), k = 1,2 ou 3, é decomponivel.

(b) Se n > 3, dé exemplos de tensores nao decomponiveis w € A¥(V*) para algum
k> 0.

Seja agora T : V — V uma transformacao linear. Para cada 1 < k < n, T induz
naturalmente transformagoes lineares T} : A*(V*) — A*(V*) definidas por

T (W) (v, .. op) = w(Twg, .., Tog), w €AYV, vy, .., €V
(¢) Mostre que para qualquer w € A"(V*), onde n = dim V', tem-se que
T (w) =det(T)w.

(Observe que se pode desta forma definir de forma completamente invariante, i.e.
independente de bases, o determinante de uma transformagao linear.)

(d) Conclua que escolher uma orientagao para V' (ou V*) é equivalente a escolher uma
das componentes de A"(V*) \ {0}. (Recorde-se que dim A"(V*) = 1.)

2. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Mostre que M ¢é orientével sse
existe uma n-forma diferencial, w € Q"(M), diferente de zero em todos os pontos de
M.

3. Dado um campo vectorial X € T o(M) = I'(T'M), definimos a derivada de Lie

Lx:Q(M)— Q" (M) por Lx(a)= %(Xt*oz)]t:o, onde X; = fluxo de X.

Mostre que:
(a) Lx é uma derivacao, i.e. para todo a, € Q*(M) tem-se:
Lx(aNB)=Lx(a)\NB+aNLx(F);
(b) Lx comuta com contracgoes, i.e. para todo o v € I'(TM) e a € Q*(M) tem-se
Lx(t(v)a) =u(Lxv)a+ t(v)Lx(w);
(c) para todos os campos vectoriais X,Y € I'(T'M) tem-se
LxoLy —LyoLx=Lxy].



- Estruturas complexas em espacgos vectoriais

Seja V' um espaco vectorial real. Uma estrutura complexa em V' é uma transformagao
linear J : V — V tal que J?> = —I (onde I = transformagao identidade). Quando
um tal J existe temos que dimV = 2n é par, e existe uma base para V' da forma
{e1, ... en, f1,..., fu} tal que J(e;) = fi e J(fi) = —ei, i = 1,...,n. Isto significa que
nesta base J é representada pela matriz

onde cada um dos blocos tem dimensao n X n. Designaremos qualquer base com esta
propriedade por base complexa para V' (ja que d& origem a uma identificagdo de V'
com C").

Uma estrutura complexa J : V — V| J? = —I, d4 também origem a uma decomposicao
da complexificagao de V, Ve =V @ C =V @ ¢V, na forma

Ve =VYWoV% com VW ={X—-iJX: XecV} e VI ={X+iJX: XV}

sao os espacos proprios da extensao de J a V¢ associados aos valores proprios +i e —1i
respectivamente.

4. Uma variedade M de dimensao 2n diz-se uma variedade quase-complexa se existe um
endomorfismo J : TM — TM com J? = —I (i.e. qualquer que seja p € M, J, :
T,(M) — T,(M) é uma transformacao linear com J? = —1I,). Um par (M,J) da
forma anterior diz-se uma variedade complexa se para qualquer ponto p € M existem
coordenadas (z',...,z" y', ..., y"), definidas numa vizinhanga U de p, tais que os

vectores
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formam uma base complexa para o espago tangente em qualquer ponto de U.

(a) Mostre que qualquer variedade quase-complexa (M, J) é orientavel.
(b) Seja N : I(TM) x I'(TM) — I'(TM) a aplicagao bilinear definida por

N(X,Y)=[JX,JY] = JJX,Y] - JIX,JY] - [X,Y].

Mostre que N é na realidade um campo tensorial de tipo (1,2).

(c¢) Estendendo o paréntesis de Lie a complexificagdo Tc M = T'M & ¢T M por lineari-
dade (i.e. [X +1Y,Z] = [X, Z]+i[Y, Z]), mostre que a distribui¢ao T*°M C TcM
¢ involutiva se e s6 se N = 0.



(d) Mostre que se (M, J) é uma variedade complexa entao N = 0.

Nota: o tensor N é normalmente designado por tensor de Nijenhuis da variedade quase-
complexa. O converso do resultado da alinea (d) também é verdade mas muito mais
dificil de demonstrar: consiste no chamado Teorema de Newlander-Nirenberg.

. (Existéncia de Conexoes.) Seja E um vibrado vectorial sobre uma variedade M. Seja
{U;}32, uma cobertura de M por abertos, localmente finita e com cada U; compacto.
Seja ainda {¢;} uma parti¢ao de unidade subordinada a {U;}, i.e.

p; € C°(M), suporte (p;) CU;, 0<¢; <1 e Zcpi(p)zl, Vpe M.
i=1

Finalmente, seja V¢ uma conexao para £
Defina V por

U; %UZ x R™.

(Vx s)(p) = Z ei(p) (Vi s)(p)

onde X € I'(T'M), s € I'(E). Mostre que V é uma conexao em F. Conclua que qual-
quer vibrado vectorial sobre uma variedade diferencial (paracompacta) tem conexoes.

. Mostre que se V é uma conexao no vibrado vectorial £ sobre M ¢ § € I(T*MQE® E*)
(1-forma em M com valores em E ® E* = End(FE)), entdao V + § define uma nova
conexao em F. Reciprocamente, mostre que se V é uma conexao qualquer em E entao

§:=V-Vel(T*M ® E® E*) (§ é designado por tensor diferenca).




