
Instituto Superior Técnico
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1. (1,0 val.) Represente na forma de um intervalo, ou de uma união disjunta de inter-
valos, o conjunto A = {x 2 R : |x� 2| � 1 + |x|}.

2. (1,0 val.) Determine a área da região plana D ⇢ R2 limitada pelas curvas

y =
1

x
, y = 3 e x = 2 .
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3. (2,0 val.)

(a) Use indução para mostrar que, para qualquer n 2 N,
nX

k=1

3k � 1

k! 3k
= 1� 1

n! 3n
.

(b) Justifique que a série
1X

k=1

3k � 1

k! 3k

é convergente e calcule a sua soma.
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4. (2,0 val.) Considere a função f : R ! R definida por

f(x) =

8
<

:

x� arctan(sin(x))
x2 , se x 6= 0;

0 , se x = 0.

(a) Mostre que f é diferenciável em x = 0 com f 0(0) = 1/2.

(b) Seja g : R ! R uma função diferenciável tal que g(1) = 0 e g0(1) = �2. Determine
a equação da recta tangente ao gráfico de (f � g) no ponto de abcissa x = 1.
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5. (2,0 val.) Calcule a derivada das funções definidas pelas seguintes expressões:

a)
arcsin(x)

1 + sinh(x2)
; b)

Z 1/x

�
p
x

log(1 + t2) dt .

6. (1,0 val.) Calcule:

lim
x!0+

�
ex/2 � 1

�3x
.
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7. (3,0 val.) Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções.

(a)
2x� 1p
1� x2

(b) (x log(x))2 (c)
1

x
p
x2 � 1

(sugestão: t2 = x2 � 1))
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8. (2,0 val.) Determine a natureza das seguintes séries numéricas e calcule a soma de
uma delas:

+1X

n=0

(�1)n
5n+1 � 1

7n
,

+1X

n=1

n1/3 sin(n�4/3) .
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9. (a) (1,5 val.) Determine o conjunto dos pontos x 2 R onde a seguinte série de potências
é (i) absolutamente convergente, (ii) simplesmente convergente e (iii) divergente:

1X

n=1

(x� 3)2n

2n
p
n+ 1

.

(b) (0,5 val.) Denotando por f a função definida por esta série de potências, indique
f (13)(3).
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10. (1.0 val.) Desenvolva a função
R x2

0 cos(t2) dt em série de potências de x. Qual é o
maior intervalo aberto em que a série representa a função?

11. (1,0 val.) Seja h : R ! R uma função cont́ınua verificando h(0) < h(⇡/2) = h(�⇡/2).
Mostre que a função  : R ! R definida por  (x) = h(arctan x) tem mı́nimo
absoluto.
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12. (2,0 val.) Seja g : [1,+1[ ! R uma função de classe C1 e considere a função
f : [1,+1[ ! R definida por

f(x) =

Z x

1

g(t)

t
dt , 8x � 1 .

(a) Mostre que lim
x!1+

f(x)

log(x)
= g(1).

(b) Mostre que se g for crescente então
f(x)

log(x)
 g(x) , 8x > 1.
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