
Instituto Superior Técnico
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1o EXAME DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I - LMAC

1o SEM. 2021/22 10/FEV/2022, 18.00 - V. 2 DURAÇÃO: 2H

1. (1,5 val.) Represente na forma de um intervalo, ou de uma união disjunta de
intervalos, o domı́nio D da função definida pela expressão

arcsen
�
2x2 + 3x� 1

�
.

2. (1,5 val.) Use indução para mostrar que a derivada de ordem n da função definida
pela expressão g(x) = 1/(x+ 1) é dada por

g(n)(x) =
(�1)n n!

(x+ 1)n+1
, 8 x 2 ]�1,+1[ , n 2 N .
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3. (3,0 val.) Considere a função f : R ! R, cont́ınua em ⇡ e tal que

f(x) =
1 + cos x

x� ⇡
, 8 x 6= ⇡ .

(a) Mostre que f(⇡) = 0.

(b) Mostre que f é diferenciável em ⇡.

(c) Justifique que f é diferenciável em todo o R e mostre que a equação f 0(x) = 0 tem
um número infinito de soluções.
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4. (3,5 val.) Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções.

(a) x senh(x2)

(b) (1 + x) log(1 + x)

(c)
1

sen x(1 + cos x)
(considere a mudança de variável t = cosx)

resenha E cosh x
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5. (1,5 val.) Determine a área da região plana D ⇢ R2 limitada pelas curvas

y = 1� x2 , y = x2 � 2 e |x| = 1 .

6. (2,0 val.) Determine o conjunto dos pontos x 2 R onde a série de potências
X

n

(x+ 2)np
n2 + 3

é (i) absolutamente convergente, (ii) simplesmente convergente e (iii) divergente.
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7. (3,0 val.) Considere a função h : R ! R definida pela expressão

h(x) = x� arctan(x) .

(a) Mostre que h(x) > 0 para todo o x > 0.

(b) Determine o polinómio de Taylor de terceiro grau de h em a = 0 .

(c) Estude a convergência da série numérica
1X

n=1
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8. (2,0 val.) Considere a função g : [1,+1[! R definida pela expressão

g(x) =

Z x

1

1� e�t

t
dt .

(a) Mostre que
g(x) � (1� e�1) log(x) , 8x � 1 .

(b) Calcule

lim
x!+1

g(x)

log(x)
.

9. (2,0 val.) Seja f : R ! R uma função duas vezes diferenciável tal que f 00(x) � 0,
8 x 2 R. Mostre que se f é limitada então f é constante.
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