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1° TESTE

(2,0 val.) Problema 1 Considere o conjunto A= {x€R : arctan|x® —3| < w/4}.

(a) Mostre que A = [—2, —ﬂ] U [\/E, 2].

Res: Como 7/4 = arctan e a fungao arcotangente € crescente, temos que
A={xeR:|x*—3|<1}={xeR:2<x* <4} = [—2,—\/5] v [\/5,2].

(b) Determine, se existirem, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimode An Q™" e
An(R\Q ),ondeQ"=RTnQeQ =R nQ.
Res: sup AnQt =2=max AnQ",infAnQ* =+/2, o conjunto ndo tem minimo.
supAn (RT\Q7) =—+v2=max An (R™\Q7),infAn (R™\Q~) = —2, o conjunto ndo tem
minimo.

(2,0 val.) Problema 2 Use inducdo para mostrar que

2n—1
Y k((-1)*k+1)=0, YneN.
k=1

Res: Para n = 1 temos: -
Y k((-D)fk+1)=1(-1+1) =0.
k=1

Assumindo que para um dado n € N se tem que

znilk((—l)kk—i-l) =0
k=1

temos que mostrar que
2n+1

Y k((-D)*k+1) =0.
k=1

Por defini¢do de somatorio e pela hipdtese de inducao,

zflk((_l)km 1) = znilk((—l)kk—i- 1) +2n((-1)*"2n+1) + (2n+1)((-1)*"*'(2n+1) +1)
k=1 k=1

= 0+2n(2n+1)+(2n+1)(—(2n+1)+1)=0.

(4,5 val.) Problema 3 Calcule os seguintes limites:
7 h
(@ lim _sen(7x) ) lim 20 (*)
x—u/7 X(x—7/7) x—+w cosh(x)
t 1
(c) lim arctan( / x) (d) lim (x2 — 5)1/ log(x)

x—0 log|x|+5 x—>+00



Res:

sen(7x) i sen(7(x—m/7)+m)
———= = lim
x—/7 x(x—7/7) x—n/7 x(x—m/7)
sen(7(x—m/7 (x—m/7 49
e Se(Gmm7) L sen(Tx—n/T) 49
xon/7  x(x—m/7) x—n/7 Tx(x—m/7) T
Res:
senh(x) . ef—e™* 1—e2*
— = = lim ——-=
x>+ cosh(x) x—+weX4e™* xotwl4e X
Res: Como a funcdo arcotangente é limitada e limy_,glog|x| = —oo, temos pelo principio do en-
caixe que

arctan(1
. arctan(1/x) _
x—0 log|x|+5

Res: Como temos uma indeterminacao do tipo oo°,

log(x?—5) . log(x?—5)
lim (x2—5)7"8Y = fim e mm = Mt T
X—+00 X—400
e aplicando a Regra de Cauchy temos que:
log(x*—5) Rre 2x?
—_— = — = 1m =2,
x—+o  log(x) 0w x—tox?—5

pelo que o limite pedido é

lim (x2 — 5) H1og(x) _ g2,
X—+00

(3,5 val.) Problema4 Seja f: [—1,1] — Ra fungdo continua no ponto zero tal que

f(x)

(@) Mostre que f(0) =0 e que f é diferencidvel no ponto zero com f’(0) = —1/6.
Res: Sendo f continua em x = 0, entdo f(0) = lim,_,o f(x). Por aplicacdo sucessiva da
Regra de Cauchy temos:

_ —x‘arige“(x) ,Vxe[-1,1]\{o}.

1
x—arcsen(x) 0 1-(1—x3)"z 0 1
x—0 X 0 x>0 2x 0 2220 (1 — x2)2
De forma semelhante,
x)— f(0 X —arcsen(x 1
lim M = lim —() =__ = f'(O).
x—0 x—0 x—0 x3 6

(b) Escreva a equagdo da recta tangente ao grafico de f em x = 0.
Res: A recta tangente ao grafico em x = 0 tem como equacao
X

Y= () +/(0)(x~0) = —=.



(c) Seja g: R — R uma funcao diferenciével tal que g(2) =0e g’(2) = 3. Calcule (fo g)’'(2).
Res: Pela regra da derivada da funcdo composta,

(Fog)(2)=1'(g(2))g'(2) =37(0) = 3.

(5,0 val.) Problema5 Considere a funcdo f: R — R definida por f(x) =log(e* +3).

(a) Mostre que f é invertivel e determine o dominio da sua inversa f -1
Res: f é invertivel visto ser injectiva (é estritamente crescente). O seu dominio é o con-
tradominio de f e este, atendendo as propriedades das funcdes exponencial e logaritmo é
f(R) =]10g(3), +0].

(b) Justifique que f~! ¢é diferencidvel e determine (1) (f(5)).
Res: f~! ¢ diferencidvel no seu dominio visto f ser diferencidvel em R e f’(x) = ef—jrs. #
0, Vx € R. Pela regra da derivada da funcao inversa,

65
(F Y (15)) . L _ot3

fIrG)) 16 e
(c) Determine as assimptotas ao gréfico de f.
Res: Assimptota a esquerda: como limy_,  log(e* +3) = log(3), temos uma assimptota
horizontal de equagao y =1log(3).
Assimptota a direita: pela Regra de Cauchy;,

log(e* +3 er
lim MR:C lim =1.
X—+00 X x—+w eX +3

Por outro lado,

. X o _ _RC . e*+3 B B
lim log(e*+3)—x=+w oo-xl_l)riloolog< - =log(1) =0,

X——+00

pelo que a assimptota a direita tem equacgdo y = x.
(d) Esboce os graficosde fe f!.




(3,0 val.)

(2,5val)

(3,0 val.)

Problema 6 Seja f uma funcao diferencidvel em R com derivada estritamente crescente.

(a) Mostre que f ndo tem maximo.

Res: Supondo que tem um méximo em c € R, entdo como f é diferencidvel em c¢ con-
cluimos que f’ (c) = 0. Por outro lado, sendo f’ estritamente crescente em R, temos que
f'(x) <0 parax <ce f'(x) >0 para x > ¢, pelo que [ é estritamente decrescente para
x < c e estritamente crescente para x => ¢. Logo f terd um minimo em ¢, uma contradicao.

(b) Mostre por meio dum exemplo que f pode nao ter minimo.
Res: f(x) = e*.
(c) Mostre que se f tem minimo entdo

xgriloof(x) = +00.

Res: Supondo que f tem um minimo em m € R, temos que f'(m) = 0. Fixenos a > m.
Como f’ é estritamente crescente, temos que f’ (a) > 0. Dado x > a arbitrério, pelo Teo-

rema de Lagrange temos que existe ¢ €|a, x| tal que

f(.X) _f(a) :fI(C).

x—a
Como f’ é estritamente crescente, temos que f’(c¢) > f’(a) e portanto

f(x)> f(a)+ f'(a)(x—a), Vx> a.

Como limy_, o (f(a)+ f'(a)(x — a)) = +o0, concluimos que lim,_, . o f(x) = +c0.
Similarmente se mostra que limy_, _, f(x) = +o0.

2° TESTE

Problema 7 Determine a fungao f: R — R sabendo que f(0)=0e

f'(x) = (x+2)sen(x) + xsen(x* +3)
Res: Como, primitivando por partes

f(x +2)sen(x) = —(x+2)cos(x) + fcos(x) = —(x+2)cos(x) + sen(x),
e (primitiva imediata)
sten(x2 +3) = —% cos(x* +3),
temos que
f(x)=—(x+2)cos(x)+sen(x)— % cos(x* +3) +¢,

e a condigdo f(0) = 0 determina c =2 + § cos(3).

Problema 8 Use uma substituicdo para mostrar que

J8 dx _J3 2udu
s x(Vx+14+1)  Jo (B =1)(u+1)

e aproveite para calcular o integral.



(1,5 val)

(2,0 val)

(4,5 val.)

Res: Fazendo a substituicio u=+/x+1(x = u? —1, dx = 2udu) obtemos imediatamente a igual-
dade indicada. Decompondo em fraccoes simples

2u 1 1 1

@Dt D) 2urD)  @r? 2wy

)

e portanto
J 2u = 110 |u+1]| ! —|—110 |lu—1]
(w2 —1)(u+1) 2 & (u+1) 2 & '
O integral pedido, por aplicacdo da Regra de Barrow, é portanto igual a:
3
2udu 1 1 1 1
—— 1 —log(4 ———+-1 2:—1 3/2)+ —.
[ i = 5 008(0) - log@) + 5 — 1 + 5 108(2) = 5 ToB(3/2)+ 15

Problema9 Considere a fun¢do f: R — R definida por

senh x
dr
O
, B2t 41

Justifique que f é diferenciavel e calcule a sua derivada.

Res: f é diferencidavel porque é a composta da funcgdo ®(y Sz m, que € diferencidvel pelo
teorema Fundamental do Célculo (integral indefinido de uma funcido continua) com a funcéo y =
senh x. Pelo T. Fundamental do Célculo e pela regra da derivacdo das fun¢des compostas temos
que

coshx

(senhx)® +2(senhx)* +1

fl(x)=

Problema 10 Calcule a drea da regido contendo o ponto (1,2) e limitada pelas curvas y = 1/x,
y= x’e y=4.

Res: As curvas y = 4 e y = 1/x intersectam-se em x = 1/4. As curvas y = 1/x e y = x? intersectam-
seem x = 1 e as curvas y = x? e y = 4 intersectam-se em x = —2,2. A drea pedida é dada por:

Jll (4— %) dx+ F(4—x2) dx=4(2—1/4)— (log(4) +7/3) = % —log(4).

1

Problema 11 Determine a natureza das seguintes séries:

L n+2 & arctan(n) ++4/n+5
@ 22" ()Zn3+4logn) © Z n2+7

n=1

Res: Note-se que todas as séries em questdo sdo de termos nao negativos. A série
 n+2
n;l 213
é absolutamente convergente pelo critério da razado uma vez que

1)+2)2"3 1
lim (n+1)+2) ==-<1.
n—+00 2(”+1)—3(n+2) 2

A série

n(3 —|—4logn)



(3,5val,)

(2,0 val.)

é absolutamente convergente pelo critério integral uma vez que

oo 1 b 1 1[1 1 1

f ——————dx:= lim f ———————dx=lim - |- ————— | = —.

1 x(3+4log(x))? b—+oo J; x(3+4log(x))? b>+w4 |3 3+4log(b) 12
A série

i arctan(n) ++/n+5

o n®+7
é absolutamente convergente pelo critério da comparacao uma vez que e
arctan(n)++/n+5
lim k] =1.
n—+0oo

N
TS L

Problema 12 Considere a série de poténcias

0 (_x) n

ngo 4n/n+3

(a) Determine o maior intervalo aberto no qual a série é absolutamente convergente.
Res: A série é absolutamente convergente em | — R, R| onde

4n+1 /n+4

R= lm ——=14

n——+oo 4n\/m

(b) Diga justificando se a série é simplesmente convergente nalgum ponto.

Res: Para x = —4 temos a série

& 1

nZ::() vn+3 ’
que é divergente (série de Dirichlet com expoente 1/2). Para x = 4, temos

S

n—ovn+3 ’
que é uma série alternada simplesmente convergente pelo critério de Leibniz uma vez que
afuncio g(x) = ——— é decrescente com limy , |, g(x) =0.

VX+3
(c) Seja f afuncao definida por esta série de poténcias. Justifique que

1/V3-1/8< f(1) <1/V3.

Res: Temos que f(1) =Y "% a,, para a, =

="
4"\/n+3"
tamente decrescente para x € [0, +o0[, temos que

f(l) :u()-i-(al+d2)+...(a2n71+dgn)+...,

1
4*y/x+3

Como a fungdo h(x) = é estri-

onde (az,—1 + az,,) <0, Vn > 1. Como ag = \/Lg temos entdo que

£(1) <%.

Similarmente, note-se que (dzn+az,+1) >0, paran>1,e f(1) = (ap+a1)+(az +as) +...,
pelo que

fQ)>ap+a =

|

Sl

Problema 13 Considere a funcio f(x) = 3x%sen(2x).



(1,0 val.)

(a) Determine a série de Taylor de f na origem.
Res: Atendendo ao desenvolvimento em série de Taylor na origem de sen(x) temos que
_1)n22n+1 2n+1 +00 3(_1)n22n+1x2n+3

=3x° = , VxeR.
Z (2n+1)! =0 (2n+1)!
(b) Seja p(x) o polinémio de Taylor de ordem 6 de f na origem. Calcule
x)—p(x
i 100~ P(2)
x—0 X
Res: Atendendo ao desenvolvimento obtido na alina anterior temos imediatamente que:
x) — X +00 3(—1 n22n+1x2n+3 325
lim Lf() —lim } ( 2 = .
x—0 X x—0 75 X (211 + 1)! 5!

Problema 14 Dados polindmios p(x) e g(x) e um ponto a € R tal que g(a) # 0, use o polinémio
de Taylor de p/q em a para mostrar que para qualquer n € N existem constantes Aj, Az, ..., A, €R
tais que a func¢ao racional dada por

Ak

| (x—a)*

plx)
g(x)(x—a)"
é prolongével por continuidade a x = a.

M=

Res: Comecemos por notar que a hipétese g(a) # 0 implica que g admite derivada de qualquer

ordem numa vizinhanga do ponto a. Seja P, ; o polinémio de Taylor de grau n de ’7; em torno do
ponto a e R, , o correspondente resto. Temos entdo que

. p(x) Pn,a(x)] . Rna(x)
lim — = lim ———= =0.
H“L](x)(x—d)” (x—a)] x>a(x—a)"
k p\(n—1) a p\(n—2) a
Como Py 4(x) = ( )( )(a)%,escolhendo Ay :%, AZZ%, e
A, = (D@
n= , temos que
(n)
2
i | P (5 @ o
wal g(x)(x—a)" (2 (x—a)* nl ’
e portanto
(n)
p
lim( px) § A >: (5> (a)
=a\g(x)(x—a)" (= (x—a)* o
ou seja

plx) & A
T e

é prolongével por continuidade ao ponto x = a.



