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Problemal Considere a funcao f: Dy — R definida por f(x) =In(x+1) ++/2 — x2.

(a) Mostre que o dominio de f é o conjunto Dy = ] -1, \@]
(b) Determine, se existirem, o supremo, o infimo, o maximo e o minimo de D re de D rnQ.

Res: (a) Dy = {x€R:x+1>0} n{xeR:2—x* >0} =] — 1,+0[n[—/2,4/2] =] —1,4/2].
(b) supDy = \/E =maxDy, info = —1, Dy nao tem minimo.
sup(Df N Q) =+/2, inf(Df n Q) = —1, Dy N Q ndo tem méximo nem minimo.

Problema 2 Calcule os seguintes limites:

. sen(3x) ) .
(a) xli)nlr1+ 71 (b) xll)l_li_loo(l —cos(1/x)) sen(e*)
— Inx
© lim 1=50% (d) Lim (1 _ i)
x—m/2 COSX x—0F Inx

. sen(3x) sen3
Res: (a) lim =

= = +00, visto que sen3 > senmw = 0.
x—1t x2 —1 o+ 1

(b) Como cos(1/x) —1 < (1 —cos(1/x)) sen(e*) < 1—cos(1/x)), pelo principio do encaixe temos
. B Xy
que XETOO(I cos(1/x)) sen(e*) =0.
l—senx i (1—senx)(1l+senx) ) cosx

(c) im —— = lim = lim ——=0.
x—m/2 COSX x—on/2  cosx(l+senx) x—n/21+senx

2 \lnx 2 2
(d) lim (1 — 1—) = lim elnxln(l*ﬂ) = exp ( lim Inxln (1 — 1—)) Por outro lado,

x—07t nx x—07+ x—0t nx

2 In(1-2
lim InxIn (1——) li M_ 0
x—0+ Inx

concluimos que lim (1 — =
x—0+t

Problema 3 Considere a funcdo f: |—1,1] — R definida no seu dominio por:

f(x) = (x—1)4/cos(mx*/2)

(a) Calcule a derivada a esquerda de f no ponto x = 1 usando a definicdo de derivada.
(b) Calcule f'(x) para x # 1.
(c) Escreva a equacdo da recta tangente ao grafico de f em x = 0.

Res: (a) fi(1) = lim f =) = lim 4/cos(wx*/2) = \/cos(n/z) =0.

x—1- x—1 x—1-
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(b) Para x # 1 temos:

f'(x) =4/ cos(mx?/2) + (x—1) (1 / cos(nx4/2)>,
=4/cos(mx?/2) — (x — I)M.

cos(mx*/2)

(c) Pela expressdo calculada na alinea anterior temos que f'(0) = 1. Como f(0) = —1, a recta
tangente ao gréfico de f em x =0 é arecta de equacdo y = x — 1.

Problema 4 Considere a funcio f: R\{0} — R definida por f(x) =1 —4x+In(x?).

(a) Calcule os limites de f em 0, —o0 e +00.

(b) Estude a monotonia e a concavidade, determine os extremos e os pontos de inflexao e es-
boce o grafico de f.

(c) Mostre por inducdo que, para qualquer n = 2, a derivada de ordem n de f é:

P (x) =2(=1)" (n=1)!x"

Res: (a)
lim f(x)= lim f(x)=lim1—4x+In(x*) = —o0.
x—0* x—0— x—0
. . B 2 _ _
xgrzloof(x) o xll,rflool 4x +1n(x%) = +00 + (+00) = +o0.
. . B o _
()= lim, 14 +1n() = o+ (+20).

In(x?)

X

Para levantarmos esta indeterminacao, comecemos por notar que 111}3 = 0 (pela Regra de
X—+00

Cauchy). Sendo assim,

1 In(x?
lim 1—4x+In(x*) = lim x(——4+ ()
X—>+00 X—+00 X X

) = +400(—4) = —o0.

(b) Temos que f’(x) = —4 + £ para x # 0 que se anula em x = 1/2 (ponto critico). A funcdo f’ é
negativaem R~ U [1/2, 40| (logo f é estritamente decrescente ) e € positiva para x€]0,1/2[ ( f é
estritamente crescente). A segunda derivada é igual a f”(x) = —%, em R\{0} (sempre negativa)
pelo que o gréafico da fun¢do tem sempre a concavidade voltada para baixo. Atendendo ao que foi
dito, f tem um maximo local em x = 1/2. Pela alinea anterior sabemos também que o grafico da
fungao tem uma assimptota vertical em x = 0 e que 0 méaximo em x = 1/2 ndo é absoluto.

(c) Para n = 2 temos que a igualdade é verdadeira visto que f”(x) = —% =2(—1)31!x"2. Supondo
agora que paraalgum neN, n =2 setem

O (x)=2(=1)" (n—1)1x7",
temos que mostrar que f("+1)(x) = 2(—1)"*2plx—("+1) Tem-se:
FUD ) = (") (x)
(H.I) = (2(=1)" (n—1)1x7")’
—2(=1)"" Y n—1)(—n)x~ "D = 2(—1)" 2 p1x= (14D

como queriamos demonstrar.
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Problema5 Considere a equagdo 2x —5 = arctan x.

(a) Mostre que esta equagdo tem pelo menos uma solucao. Sugestdo: pode ajudar esbocar os
gréficos das fungoes.
(b) Mostre que esta equagdo tem exactamente uma solucao.

Res: (a) Considerando a fungao ¢(x) = arctan x — 2x + 5 (continua em R) trata-se de mostrar que
existe pelo menos um c € R tal que ¢(c) = 0.

Como arctan x < 77/2 para todo o x € R, temos que considerando b > 7/4+5/2 se tem que ¢(b) < 0.
Como ¢(0) =5 > 0, a conclusdo segue imediatamente do Teorema de Bolzano.

1

(b) A fung@o ¢ é diferencidvel em R com derivada ¢'(x) = 11z

é estritamente decrescente.

—2< —1,YxeR, pelo que a funcao

Problema 6 Seja f: R — R uma funcao diferencidvel em todos os pontos. A tabela seguinte rep-
resenta alguns valores de f e da sua derivada:

X 2|13|4
flx)|1/2]3
fl(x)[5]3]2

(a) Calcule a derivada da funcdo g(x) = 3sen(x) f(x* —1) no ponto x = 2.
(b) Assumindo que f é injectiva, calcule (f~1)’(2).
(c) Mostre que existem pelo menos dois pontos em que f' = 1.

Res: (a) Temos que
g'(x) =3cosxf(x*—1)+3senxf'(x*—1)2x,
pelo que g'(2) =3cos2f(3) +12sen2f’(3) =6cos2 +36sen2.

(b) Sendo f injectiva, admite inversa que serd diferencidvel em x = 2 visto f1(2) =3 e f ser
diferencidvel em x = 3 com f’(3) = 3 # 0. Pela regra da derivada da fun¢do inversa temos que

=1/3.

(c) Aplicando o Teorema de Lagrange aos intervalos [2, 3] e [3,4] temos que existem pontos c €]2,3]

e d €]3,4| tais que:

f(4)-f3)
4-3

=1.
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Problema 7 Representamos por |x| o maior inteiro menor ou igual a x. Seja f: [1,+o0[ a fungéo
definida por:
x|
fx)=3 ik

k=1
Calcule liI-Poo f(x). Sugestao: limites enquadrados.
X—

Res: Comecemos por notar que para x > 1 se tem 0 < x — 1 < | x| < x. Temos ainda que para

ke{1,...|x]|} se tem:
x x x

< < :
2+ |x] T x+k o x2+1




Podemos entdo enquadrar:

xz—x< lx]x &«
x24+x X2+ |x] X+ x
L] 2
<FH<Y x o |x|x _ X

Fx2+1 0 x2+1 0 X241

Pelo principio do encaixe temos entdo imediatamente que lirf f(x)=1.
X——+00



