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Problema 1 Considere a função f : D f ÑR definida por f pxq� lnpx�1q�?2�x2.(2,0 val.)

(a) Mostre que o domínio de f é o conjunto D f �
��1,

?
2
�
.

(b) Determine, se existirem, o supremo, o ínfimo, o máximo e o mínimo de D f e de D f XQ.

Res: (a) D f �tx PR : x�1¡ 0uXtx PR : 2�x2 ¥ 0u�s�1,�8rXr�?2,
?

2s �s�1,
?

2s.
(b) supD f �

?
2�maxD f , infD f ��1, D f não tem mínimo.

suppD f XQq�
?

2, infpD f XQq��1, D f XQ não tem máximo nem mínimo.

Problema 2 Calcule os seguintes limites:(3,5 val.)

(a) lim
xÑ1�

senp3xq
x2�1

(b) lim
xÑ�8

�
1�cosp1{xq�senpexq

(c) lim
xÑπ{2

1� sen x

cos x
(d) lim

xÑ0�

�
1� 2

ln x

	ln x

Res: (a) lim
xÑ1�

senp3xq
x2�1

� sen3

0�
��8, visto que sen3¡ senπ� 0.

(b) Como cosp1{xq�1¤ �
1�cosp1{xq�senpexq ¤ 1�cosp1{xq�, pelo princípio do encaixe temos

que lim
xÑ�8

�
1�cosp1{xq�senpexq� 0.

(c) lim
xÑπ{2

1� sen x

cos x
� lim

xÑπ{2

p1� sen xqp1� sen xq
cos xp1� sen xq � lim

xÑπ{2

cos x

1� sen x
� 0.

(d) lim
xÑ0�

�
1� 2

ln x

	ln x

� lim
xÑ0�

eln x lnp1� 2
ln x q � exp

�
lim

xÑ0�
ln x ln

�
1� 2

ln x

	

. Por outro lado,

lim
xÑ0�

ln x ln
�

1� 2

ln x

	
� lim

xÑ0�

ln
�

1� 2
ln x

�
1

ln x

� 0

0

pR.C .q� lim
xÑ0�

p�2
ln x q1

1� 2
ln x�

1
ln x

�1 � lim
xÑ0�

�2

1� 2
ln x

��2,

concluímos que lim
xÑ0�

�
1� 2

ln x

�ln x � e�2.

Problema 3 Considere a função f : s�1,1sÑR definida no seu domínio por:(3,0 val.)

f pxq� px�1q
b

cos
�
πx4{2

�
(a) Calcule a derivada à esquerda de f no ponto x � 1 usando a definição de derivada.
(b) Calcule f 1pxq para x � 1.
(c) Escreva a equação da recta tangente ao gráfico de f em x � 0.

Res: (a) f 1ep1q� lim
xÑ1�

f pxq� f p1q
x�1

� lim
xÑ1�

b
cos

�
πx4{2

��
b

cospπ{2q� 0.



(b) Para x � 1 temos:

f 1pxq�
b

cos
�
πx4{2

��px�1q
�b

cos
�
πx4{2

�	1

�
b

cos
�
πx4{2

��px�1qπx3 sen
�
πx4{2

�
b

cos
�
πx4{2

� .

(c) Pela expressão calculada na alínea anterior temos que f 1p0q � 1. Como f p0q � �1, a recta
tangente ao gráfico de f em x � 0 é a recta de equação y � x�1.

Problema 4 Considere a função f : Rzt0uÑR definida por f pxq� 1�4x� lnpx2q.(4,5 val.)

(a) Calcule os limites de f em 0,�8 e�8.
(b) Estude a monotonia e a concavidade, determine os extremos e os pontos de inflexão e es-

boce o gráfico de f .
(c) Mostre por indução que, para qualquer n ¥ 2, a derivada de ordem n de f é:

f pnqpxq� 2p�1qn�1pn�1q! x�n

Res: (a)

lim
xÑ0�

f pxq� lim
xÑ0�

f pxq� lim
xÑ0

1�4x� lnpx2q��8.

lim
xÑ�8

f pxq� lim
xÑ�8

1�4x� lnpx2q��8�p�8q��8.

lim
xÑ�8

f pxq� lim
xÑ�8

1�4x� lnpx2q��8�p�8q.

Para levantarmos esta indeterminação, comecemos por notar que lim
xÑ�8

lnpx2q
x � 0 (pela Regra de

Cauchy). Sendo assim,

lim
xÑ�8

1�4x� lnpx2q� lim
xÑ�8

x

�
1

x
�4� lnpx2q

x



��8p�4q��8.

(b) Temos que f 1pxq � �4� 2
x para x � 0 que se anula em x � 1{2 (ponto crítico). A função f 1 é

negativa em R�Yr1{2,�8r ( logo f é estritamente decrescente ) e é positiva para x Ps0,1{2r ( f é
estritamente crescente). A segunda derivada é igual a f 2pxq � � 2

x2 , em Rzt0u (sempre negativa )
pelo que o gráfico da função tem sempre a concavidade voltada para baixo. Atendendo ao que foi
dito, f tem um máximo local em x � 1{2. Pela alínea anterior sabemos também que o gráfico da
função tem uma assímptota vertical em x � 0 e que o máximo em x � 1{2 não é absoluto.

(c) Para n � 2 temos que a igualdade é verdadeira visto que f 2pxq�� 2
x2 � 2p�1q31!x�2. Supondo

agora que para algum n PN, n ¥ 2 se tem

f pnqpxq� 2p�1qn�1pn�1q! x�n ,

temos que mostrar que f pn�1qpxq� 2p�1qn�2n!x�pn�1q. Tem-se:

f pn�1qpxq� p f nq1 pxq
pH .I .q� �

2p�1qn�1pn�1q! x�n
�1

� 2p�1qn�1pn�1q!p�nqx�pn�1q� 2p�1qn�2n!x�pn�1q,

como queríamos demonstrar.



Problema 5 Considere a equação 2x�5� arctan x.(2,0 val.)

(a) Mostre que esta equação tem pelo menos uma solução. Sugestão: pode ajudar esboçar os
gráficos das funções.

(b) Mostre que esta equação tem exactamente uma solução.

Res: (a) Considerando a função φpxq � arctan x�2x�5 (contínua em R) trata-se de mostrar que
existe pelo menos um c PR tal que φpcq� 0.

Como arctan x  π{2 para todo o x PR, temos que considerando b ¡π{4�5{2 se tem queφpbq  0.
Como φp0q� 5¡ 0, a conclusão segue imediatamente do Teorema de Bolzano.

(b) A função φ é diferenciável em R com derivada φ1pxq� 1
1�x2 �2 �1,@x PR, pelo que a função

é estritamente decrescente.

Problema 6 Seja f : RÑ R uma função diferenciável em todos os pontos. A tabela seguinte rep-(3,0 val.)
resenta alguns valores de f e da sua derivada:

x 2 3 4
f pxq 1 2 3
f 1pxq 5 3 2

(a) Calcule a derivada da função g pxq� 3senpxq f px2�1q no ponto x � 2.
(b) Assumindo que f é injectiva, calcule p f �1q1p2q.
(c) Mostre que existem pelo menos dois pontos em que f 1� 1.

Res: (a) Temos que
g 1pxq� 3cos x f px2�1q�3sen x f 1px2�1q2x,

pelo que g 1p2q� 3cos2 f p3q�12sen2 f 1p3q� 6cos2�36sen2.

(b) Sendo f injectiva, admite inversa que será diferenciável em x � 2 visto f �1p2q � 3 e f ser
diferenciável em x � 3 com f 1p3q� 3� 0. Pela regra da derivada da função inversa temos que

�
f �1

�1 p2q� 1

f 1p3q � 1{3.

(c) Aplicando o Teorema de Lagrange aos intervalos r2,3s e r3,4s temos que existem pontos c Ps2,3r
e d Ps3,4r tais que:

f 1pcq� f p3q� f p2q
3�2

� 1 e f 1pdq� f p4q� f p3q
4�3

� 1.

Problema 7 Representamos por txu o maior inteiro menor ou igual a x. Seja f : r1,�8r a função(2,0 val.)
definida por:

f pxq�
txu∑

k�1

x

x2�k

Calcule lim
xÑ�8

f pxq. Sugestão: limites enquadrados.

Res: Comecemos por notar que para x ¥ 1 se tem 0 ¤ x � 1 ¤ txu ¤ x. Temos ainda que para
k P t1, . . .txuu se tem:

x

x2� txu
¤ x

x2�k
¤ x

x2�1
.



Podemos então enquadrar:

x2�x

x2�x
¤ txux

x2� txu
�

txu∑
k�1

x

x2� txu

¤ f pxq¤
txu∑

k�1

x

x2�1
� txux

x2�1
¤ x2

x2�1
.

Pelo princípio do encaixe temos então imediatamente que lim
xÑ�8

f pxq� 1.


