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RESOLUCAO DA VERSAO A

1. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcgoes:

x arctan(x?) 5 log(2x)
@) S ®) D=3 () =
Res:
(a)
zvarctan(z?) . 1 [ 2zarctan(z?) = larctan?(z?)  arctan?®(z?)
/ 3(1 + %) ‘7”_6/ 1+z4 “76 2 12

(b) Decompondo em fun¢oes racionais simples:

5 7Ax+b+ C
(2 +1)(xz—3) 22+1 x-3

para A =—1/2, B = -3/2, C =1/2. Entao,

/ o dr — _1/2960[33_3/1@
(2 +1)(x — 3) 4) 2241 2 ) z2+1

_1_7

1
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/

1
r—3

1 3 1
=1 log(z? + 1) — 5 arctan(x) + 3 log |z — 3.

(c) Primitivando por partes, temos que:

/log(2x) _ log(2x) 1 log(2z)

1

xt a 33 324 323 Og3

2. Determine a drea da regido plana D C R? limitada pelas curvas:

y:a:Q—i—%, y:2az—%, y:—2a:—%.

Res: Trata-se da drea delimitada pelas duas funcoes pares y = 2% + % ey = 2lx|— %

Para = > 0 a interseccao das duas curvas é a unica solucdo da equacio 22 — 2z +1 = 0,
isto é verifica-se em x = 1. Atendendo & paridade das funcoes cujos gréaficos delimitam a

regiao, temos entao que a area A(D) é dada por:

1

1
A(D) = 2/0[(1:2+;)—(2x—;)]dx=2/(x2—2x+1)dx

0

3 z=1 92
:2(3;——302—1—90) =-.

(4,5 val.)

(1,5 val.)



3. Seja f: R — R uma fungdo positiva e continua. Seja ¢: R — R a fun¢édo definida por: (3,0 val.)
x
o) =@+ [ 1o,
~1

(a) Mostre que ¢(x) > 0 para todo o x € R.

Res: A fungao ¢ anula-se em z = —1. Para x > —1 a fungao é positiva por ser o pro-
duto de duas fungoes positivas (sendo f positiva por hipdtese, entdo pela monotonia
do integral ffl f(t) dt > 0 para > —1). Para z < —1, como

/jf(t) / F() dt <0,

a funcao ¢ é positiva por ser o produto de duas fungoes negativas.
(b) Justifique que ¢ é diferencidvel em R e calcule ¢'.

Res: Pelo Teorema Fundamental do Célculo a fungao integral indefinido de uma
funcao continua é diferenciavel e é uma primitiva da funcao integranda. Portanto, ¢
¢é diferenciavel por ser o produto de duas funcoes diferencidveis e tem-se que:

& (@)= (+1)f /f ) dt.

(c) Determine o polinémio de Taylor de ordem 1 no ponto a = —1 da fungao ¢.
Res:
O polinémio de Taylor de ordem 1 no ponto a = —1 da funcao ¢ corresponde a recta
tangente ao gréfico de ¢ no ponto x = —1. Como ¢(—1) = ¢'(—1) = 0 temos que a
recta tangente ao grafico de ¢ no ponto z = —1 é a recta de equagao y = 0. Logo, o
polinémio de Taylor de ordem 1 no ponto a = —1 da funcao ¢ é identicamente zero.
(4,5 val.) 4. Determine a natureza das séries:
(&) X gn/2 io\/ﬁ—i-logn © f(n+2)3"
a — ¢ —_
342 cosn + n? n!
n=1 n=1 n=1

Res:

(a) Por comparagdo com uma série geométrica com razao em médulo menor que um, a

= n/2
série Z+3° 2= é absolutamente convergente. De facto, temos que:

n=1 3427
on/2 on/2 1\"
0< < =|—=] .
—3+2n — 2m (\/§>

(b) Por comparagao com a série de Dirichlet ) ﬁ (convergente, ja que 3/2 > 1), uma

vez que
v/n+logn
. 2
Eg} M =1+#0,+o0,
notoo  —

concluimos que a série é absolutamente convergente.



()

Pelo critério da razao, como

(n+3)3n+!
lim _ (D! — lim M =0 <1
n——+o0o (n+2)3n n——+o00 (n + 2)(7’L + 1) ’

concluimos que a série é absolutamente convergente.

5. Considere a funcao f definida pela série de poténcias:
D)
J(@) = n; 37(n+ 1)

()

Determine para que valores de x a série de poténcias é absolutamente convergente,
simplesmente convergente ou divergente.

Res: Fazendo y = 2z + 1, o raio de convergéncia da série » 7, g;(l )y T; é dado por

(="

In ) n+l1
R= lim |00 | o gy, (02 (n+2) _ 3
n——too | (=1 n——+o00 3”(n + 1)
3nt+1(n+2)

Logo, a série converge absolutamente para |y| <3 < [2r+ 1] <3 & —2<z<le
diverge para 2z + 1| >3 < x < —2Vz > 1.

Se x = —2 obtemos a série
n oo
Z 3” (n + 1 n+1
n=1 n=1

que é divergente (por comparagao com a série harménica).

Se z = 1 obtemos a série

= (s & (1)
;3”@—1—1) ;rw—l

que é convergente, pelo critério de Leibniz (1/(n + 1) — 0 e é decrescente). Como a
respectiva série dos médulos diverge, a convergéncia é simples.

Seja g(x) a derivada de (22 + 1) f(x). Escreva g como um quociente de polinémios.

Res: Para z €] — 2, 1], podemos derivar a série termo a termo e

X 1\n T n+1 / X 1\n T n

n=1 n=1

que é uma série geométrica de razao —(2x + 1)/3. Assim,

= —(2z+1)/3 27 + 1

gl@) =D (~Qz+1)/3)" = TF@er)3 awxr "I

n=1

(3,5 val)



(1,5 val.)

6.

7.

Escreva a fungao f(z) = x/(2 4 3z) como uma série de poténcias de = e indique o maior
intervalo aberto onde esse desenvolvimento é valido.

Res:
x x 1 T 2 (—1)ngngntt
= = — = — — 2 n— T T —
I = 3 T 2T (Caay2) 2 ;( 32/2) nzz:o ontl

para | —3z/2| <1 —2/3 < x < 2/3, ou seja, x € |—2/3,2/3].

Seja f: R — R uma fungao continua e positiva. Assumindo que existe uma sucessao
(cn)nen tal que:

v sup  f(z) <ecp e lim n?c, =0, L€ RT,
neN z€[n,n+1] n—+0o0

mostre que o seguinte limite existe em R:

lim /m F(t) dt.
1

T—>+00
Res: Seja F(z) = [ f(t) dt (note-se que como f é continua em R, é integrdvel em
qualquer intervalo). Como f > 0, temos que se y > = entao F(y) > F(x). Ou seja, F é
crescente, logo tem limite em R. Para ver que o limite existe em R, é suficiente mostrar
que F' é majorada. Como F(z) < F(n) se z < n, basta-nos mostrar que a sucessao F(n),
n € N, é majorada.
Pela aditividade do integral em relacao a regiao de integracao,

k+1

n 2 n n—1
F(n)—/l f(t)dt—/l f(t)dt+---+/n_1f(t)dt—;/k () dt.

Por hipétese, 0 < f(z) < ¢, para x € [k, k + 1], logo

k+1 n—1
/ f(t) dt Sck(k+1—k)zck:>F(n)§ZCk.
K k=1

Do critério de comparacao, e de

. . c
lim n?c, = lim — ={, LeRT,
n—-+00 n—+oo =
n

concluimos que as séries > ¢, € Y -5 tém a mesma natureza, logo Y- ¢, é convergente.
Assim, a sucessao F'(n), n € N, é majorada pela soma finita da série Y c,.

(1,5 val.)



