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RESOLUCAO

1. (2,0 val.)
(i) Seja A C R o conjunto solucdo da seguinte desigualdade:

log(z +2)
————>0.
3—a2 ~

Mostre que A = ]72, ,\/g[ U [71, \/3[
Res:
A

{reR:log(z+2)>0A3 -2 >0}U{r cR:log(x +2) <0A3—2? <0}

{reR:z+2>1A2°<3}U{z€R:0<z+2<1A2% >3}
= {zeR:z>-1A-V3<2z<V3}U
{reR: —2<z<—-1A(x>V3Vz<—V3)}

_ ]f2,7\/§[u{—1,\/§[.

(ii) Indique, caso existam em R, ou justifique que néo existem, o supremo, infimo, maximo
e minimo de AN [0, +o0].

Res: AN [0,+oo[ = [0,v3]. Logo: supA = V3 ¢ A, logo A ndo tem méximo, inf A =
min A = 0.

2. (2.0 val.) Use o método de indugéo para mostrar que

(n+2)! >4", VneN.

Res: Para n = 1 a desigualdade verifica-se visto que 3! = 6 > 4. Supondo agora que para
um dado k € N se tem (k + 2)! > 4F ( hipStese de inducio) temos entdo que mostrar que
(k + 3)! > 4k+1,
Atendendo & definigao de factorial, & hipétese de indugao e a (k + 3) > 4 para k € N, temos
que:

(k43 = (k+3)(k+2)! > (k+ 3)4F > 4.4% = 4+,

3. (2.0 val) Calcule a derivada das fungoes definidas pelas seguintes expressoes:

cos(1/x) 2
ey e arcsen(z?).
Res:
(cos(l/x) > ~ cos(1/x) (54 va) — cos(1/z)(5 + v/x)
5+ Ve G+ Vo2
B sen(1/z).(1/22).(5 + V) — cos(l/x).(Q\l/E)
- G+ Vo |



(arcsen(x% )) l = ;(1‘3/2)/

1— (28/2)2
1 Bap_ 3
/1= (@32)227 /1 —48

4. (3.0 val.) Calcule os seguintes limites (caso existam em R):
1
. z . T\ sen(2x)
lim (1 —cos(1l/z)) - (1+ sen(e”)) e lim (1 - 5) .

T—+00 z—0
Res: Como 0 <1+ sen(e?) < 2, temos que:

0 <(1—cos(1/z))-(1+sen(e®)) <2(1—cos(l/x)).

Atendendo a que lim,_, o 1 —cos(1/z) = 0, pelo principio do encaixe temos imediatamente
que

lim (1 —cos(1/x))- (1 +sen(e”)) =0.

r—r+00

Quanto ao segundo limite:

1 log(lfg)
. T\ sen(2zx . o
lim (1 — 7> 22)  _  jim e sen(2z)
z—0 2 z—0
. log(1-3)
— elmx—m sen(2z)

Pela Regra de Cauchy,

log(1 — & log(1 — &)’
gl =) _ 0 Gogi=8) 11

z—0 sen(2zx) (6) = (sen(2z)) =0 2(2 — x) cos(2z) 4’

pelo que

z 1 1
lim (1 — 7) sen(22) _ o—q
z—0 2

5. (4.0 val.) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e assimptotas
da funcdo f: R — R definida por f(x) = 2arctan(z — 1) — 2 Esboce o seu grifico.

Res: Verifica-se facilmente que se trata de uma funcdo de classe C2(R) com primeira e
segunda derivadas dadas por:

2 " 4(1 — I’)

T memyE T ar e

A primeira derivada anula-se se

2

xr —



Ou seja, z =0 e z = 1 sao pontos criticos.

Temos
flx)>0e1+(x—-1)*<2s 0,2

pelo que f é estritamente crescente em ]0,2[, e f/(z) < 0 para z €] — oo, 0[U]2, +o0], pelo
que f é estritamente decrescente em | — 00, 0] e em |2, +oo[. Concluimos imediatamente que

2 = 0 é um ponto de minimo local para f, f(0) = —Z, e = 2 é um ponto de maximo local,

Q=52 .

Quanto & concavidade, temos que f () > 0 para z €] — 00,1[ (a fungdo é convexa) e
f (z) < 0 para z €]1,400[ (a fungéo é coéncava). O ponto z = 1 é portanto um ponto de
inflexao.

Como
2arctan(z — 1) — x
im =—1,
r—+o0 T
e
lim 2arctan(x — 1) = £,

r—Fo0
concluimos que a recta de equacdo y = —x + 7 é uma assimptota ao grafico de f & direita e
que a recta de equacgao y = —x — w é uma assimptota ao grafico de f a esquerda.

Com base em toda esta informagao, pode-se esbogar o grafico de f:

6. (6.0 val.) Considere a fungdo ¢g : R — R definida por

(i) Mostre que g é continua em = = 0.
Res: Como, por aplicagao da Regra de Cauchy, se tem
er —e
lim ———— = lim(2e** + e %) =3 =
lim —— lim (2¢™* +¢7%) = 3 = (0),

a funcao é continua em = = 0.



(ii) Mostre que g é diferencidvel em 2z =0 e ¢'(0) = 3/2.
Res: Por definigao de derivada e por aplicagao sucessiva da regra de Cauchy temos

que:
vy o 9(@) —g(0) e e —3a
A e
2 2z -z _ 3 4 2z _ —x
R T S Y)Y
z—0 2x z—0 2

(iii) Seja h: R — R uma funcao diferencidvel tal que h'(3) = —2/3. Determine (h o g)'(0).
Res: Sendo h diferencidvel em R e g diferencidvel em 0 temos que h o g é diferencidvel
em z = 0 e pela regra da derivada da funcao composta:

2 3
(hog)'(0) =1(g(0)g'(0) = W'(3)g'(0) = —5 - 5 = —1
(iv) Mostre que lim,_, o g(z) = +00 = lim,— 400 g().
Por aplicagdo da Regra de Cauchy temos que:
e2x —e 2
lim ———— = lim (2e*" 4+ ¢ %) = 400.
r—Fo0 x r—Eoo

(v) Prove que g tem minimo absoluto.

Res: Dado M > 0, atendendo a alinea anterior podemos concluir que existem a < 0 < b
tais que g(x) > M Vz €] — 0o, alU]b, +oo[. Escolhendo, por exemplo, M = ¢g(0) = 3,
temos entdo que g(x) > 3 V& €] — 00, a[U]b, +oo[. Por outro lado, como g é continua
em [a,b], intervalo limitado e fechado, pelo Teorema de Weierstrass sabemos que g
tem minimo em [a, b]. Designando por m o valor desse minimo e tendo em conta que
0 € [a,b], temos que m < ¢g(0) = 3. Podemos assim concluir que m é o minimo absoluto
de g.

7. (1.5 val)

Seja f : R — R uma fungao crescente e majorada. Prove que existe e é finito o limite de f
quando x — +4o00.
Sugestdo: comece por usar o Axioma do Supremo.

Res: Sabemos que f(R) é ndo vazio e por hipétese é majorado. Logo tem supremo. Vamos
ver que a fungao converge para s = sup f(R). Porser s = sup f(R), sabemos que dado € > 0,
existe 1 € R tal que f(z1) > s —e. Como [ é crescente, sabemos ainda que para x > x1
se tem f(z) > f(x1) > s —e. Logo, dado € > 0, existe x; e R: 2z > 21 = s—e < f(z) <s
(esta ultima desigualdade é vélida porque s é um majorante de f(R)). Estd entdo provado
que a funcdo converge para s.



