Instituto Superior Técnico
Departamento de Matemética

EPOCA DE RECURSO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
LMAC, MEFT, MEBIom, MEQ, MEBiol, MEAmbi, LEAN, LEMat, MEAero

12 Sem. 2012/13 28/1/2013  Duragao: 1h30m + 1h30m Versao B

12 TESTE
1. (1,5 val.)
(a) Represente na forma de um intervalo ou de uma unido disjunta de intervalos o conjunto:

A={zeR:log(z®>+z+1)>0}.

(b) Indique, caso existam em R, o supremo, infimo, maximo e minimo dos conjuntos se-

guintes:
sen (2L
B:{i?), neN}, C=Bn [-1,0[.

2. (1,0 val.) Recorrendo ao método de indugdo, mostre que

(n+ 1!

on >n—1, VneN, n>2.

3. (2,0 val.) Calcule em R

. 1 . arcsen(z? . o
lim zsen(— |, lim aresen(z”) , lim cosxsn®@ |
z 400 x z—0  log(x) z—0+

4. (1,0 val.) Calcule a derivada das funcoes definidas pelas seguintes expressoes:

log (1 + 2®)

tanx

(a) ecosh(1+z2) . (b)

i

5. (3,5 val.) Considere a fungao f : R — R, continua em R e definida por:

x arctan \/x , sex >0
flz) =
log(222 +z +1), sex <0.

a) Justifique que f(0) = 0 e verifique se f é ou ndo diferencidvel no ponto zero.

(a)
(b)
(c)
)

(d) Justifique que f restringida ao intervalo |0, +oo[ é invertivel com inversa diferencidvel.
Determine a derivada da fungéo inversa no ponto f(1).

Determine os intervalos de monotonia, os extremos e o contradominio de f.

Verifique se existem assimptotas ao grafico de f.

6. (1,0 val.) Seja f uma funcao diferencidvel em R com derivada crescente. Mostre que, se

a<be f(a) = f(b) entdo f(x) < f(a) = f(b) Yx €la,b[.



22 TESTE
7. (3.5 val.)
(a) Determine uma primitiva de cada uma das fungdes seguintes:
. (logz)s L Bzl o1 1
oeE B S —senh (- ).
(i) 3r (ii) =0 —a) (iii) g senh | —
(b) Calcule

log(2) o
————— dx.
/0 (3—e®)v2—e®
Sugestao: considere a substituicao t = /2 — e*.

8. (1.0 val.) Considere a fungdao F': Rt — R dada por:
NG 12
F(z) = / COZ( )t
vi 2
(a) Justifique que F' ¢é duas vezes diferencidvel em R e calcule F, F".
(b) Determine um polinémio de 2° grau p(z) tal que pt*)(Z) = F®)(Z), k =0,1,2.

9. (2.0 val) Determine a natureza das séries seguintes e calcule a soma de uma delas

e on n

oo o
1 1
E _ E arcsen | 1 — , E .
amnter — Vi +2 ( N 1) o

n=1 n=1

10. (1.0 val.) Determine para que valores de x a série de poténcias

1
S oo
= V14 n?

¢é absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente.
11. (1.0 val.) Seja f : RT — R uma fungao cuja derivada é igual a % e tal que f(2) = 1.

Desenvolva f em série de poténcias de x — 2, indicando o maior intervalo aberto onde o
referido desenvolvimento é valido.

12. (1.5 val.) Seja f uma fungdo positiva e decrescente em [1, +o0o[, e para cada n € N considere

Ay =3 £ /f

k=1
(a) Mostre que
n—1 k+1
Aw = 1) + Y [ () - f(a)) da.
k=1"F

(b) Justifique que A(n) > 0, Vn € N e que A(n) é decrescente. Conclua, justificando, que
A(n) é uma sucessao convergente com 0 < lim A(n) < f(1).

(¢) Aproveite o resultado da alinea anterior para mostrar que
1 1

lim (1 + -+ 4= —logn)
2 n

existe e pertence ao intervalo [0, 1].



