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12 TESTE
1. (1,5 val.)
(a) Represente na forma de um intervalo ou de uma unido disjunta de intervalos o conjunto:
A={zeR:log(z®> —z+1)>0}.
Resolucao.

A={zeR:log(z® —z+1) >0}
:{xeR:x2—$+1>1}
={zeR:z(x—1) >0}
=]—00,0[U]Ll,+o0][ (0,5 val.)
O

(b) Indique, caso existam em R, o supremo, infimo, maximo e minimo dos conjuntos se-

guintes:
cos(&L
B:{ 22),7161\1}, C=BnJo,1].

Resolugao. Tendo em conta que 1/n é uma sucessao positiva e decrescente, e cos(%F)
é uma sucessao que s6 assume os valores —1, 0 e 1, com

cos(lw/2) =0, cos(2m/2) = —1, cos(37/2) =0 e cos(4n/2)=1,
temos que, para todo o n € N,

cos(2m/2) -1 < cos(nm/2) < 1 cos(4m/2)
22~ n o~ 4 4

Assim

1
infB:minB:7 e supB:maxB:Z. (0,5 val.)

O conjunto C' = B N ]0, 1] apenas contém os valores de cos(nm/2)/n quando cos(nm/2) =
1, i.e. quando n = 4k com k € N, e nesse caso

cos(nm/2)  cos(2km) 1

n 4k 4k

Assim, C = {1/4k, k € N} e podemos concluir que

1
inf C =0, C nao tem minimo e supC = maxC = 1 (0,5 val.)

2. (1,0 val.) Recorrendo ao método de indugao, mostre que

n'

27;1271—2, VneN, n>3.



Resolugdo. [P(3)].
3 3x2x1 3

23-1" 2x2 2

>1=3-2.

[P(n) = P(n+ 1)]. Assumindo como verdadeira a hipdtese P(n), i.e.

n!
2n—1

>n—2 paraum dado 3 <n €N,

hé que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

!
(712;")2”—1 para o mesmo dado 3 <n € N.

Usando a hipétese temos que

(n+1)! (n+1) n! >(n+1)(n—2)

on 2 on-1= 2 ’

pelo que basta mostrar que
1 -2
(D=2
2
Como

mEDm=2) S e ) m-2)=2n—1)en?—n—2-2m+2>0

en’=3n>0en(n—3)>0

e esta ultima desigualdade é claramente verdadeira para 3 < n € N, fica provada a validade
da tese. O

. (2,0 val.) Calcule em R
t 1
lim z%sen | — ), lim M, lim cos a7 .
z—+oo NG =0 log(x?) z—0+
Resolucao.

. , 1 . #2  sen (7)
zgrfoox sen (ﬁ) = lim —- B — =4o00-1=40c0 (0,7 val.)

arctan(x) 0
=0 log(r?)  —o0
Tendo em conta que

log(cos(x))

(cos ) TG = e een() , Vo €]0,7/2[,

temos que
lim_cos z @ = elMamnt ST
z—0+
Como
o log(cos(z)) _ O me .. cies?ff) _ . —sen(x) -0 0
z—0+  sen(z) 0  a—0t cos(z) a0t cos?(z) 1

podemos concluir que

1
lim cosz#@® =€’ =1. (0,8 val.)
z—0t



4. (1,0 val.) Calcule a derivada das fungdes definidas pelas seguintes expressoes:

tan (1 + z2)

() e (12). O T

Resolugao.

/
(esenh(1+z3)) _ esenh(l—i-z?’) ) (senh(l + 333))/ _ esenh(l.t,_ﬁ) ) (COSh(l n Ig)) . 3$2 (0,5 val.)

(tan (14 2?) >/ _ (tan(1 + 22))’ - logx — tan(1 + 22) - (logz)’

log x (log )2
Cosz(2++mz) -logz — tan(1 +3;2) . %
= (log I)2 (0,5 Val.)

5. (3,5 val.) Considere a fungdo f : R — R, continua em R e definida por:

x arctan /z , sex >0
fz) =
log(z? +z+1), sex <0.

(a) Justifique que f(0) = 0 e verifique se f é ou ndo diferencidvel no ponto zero.

Resolugao. (0.5 val.) Uma vez que f é continua em 0, temos f(0) = f(07) = f(07).
Logo, por ex., f(0) = lim,_,o+ x arctan \/x = 0.
Para vermos se é diferenciavel em 0, calculamos

- t
f4(0) = a}%ﬂ w = zliréh M = xlirng arctan /z = 0,
_ 2 2x+1
£0) = tim L@ =FO) sl Hetl) e
r—0— x—0 x—0— X z—0—

(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeteminagao 8) Como f}(0) #
f1(0), f nao é diferencidvel em 0. O
(b) Determine os intervalos de monotonia, os extremos e o contradominio de f.

Resolugao. (1.5 val.) Para x # 0, temos

Jz

- arctanﬁ—i—m, sex >0
f(a) =
2z +1
_ sex < 0.
2 +ax+1

ja que
1

/ PN \/E
xrarctan+/x) = arctan+/x + - —————=—= = arctany/r + ———
( V) Vet o e Vit Sa )




2z +1
224+a+1
Como /x > 0, arctan+/z > 0 e 1+ x > 0 para z > 0, temos que f'(z) > 0, ou seja, f
é (estritamente) crescente em |0, +0o[ e ndo tem extremos neste intervalo.
Quanto a z < 0, temos 2r +1 =0 2= -1/2e 2’ +2+1=0& 2 = % v1-4
¢ impossivel, sendo entdo x? + = + 1 > 0, para qualquer z € R. Assim, temos que
f(x) >0,8e —1/2 <z <0e f'(x) <0sex < —1/2. Concluimos que f é crescente em

. _ 7

] —1/2,0] e decrescente em ] — 0o, —1/2[, tendo um minimo em f(—1/2) = log (%).
Como f é continua em R, serd crescente em | —1/2, +00[ e decrescente em | — oo, —1/2].
Conclui-se que f(—1/2) é minimo absoluto, e nao ha outros extremos. Para o contra-
dominio, notando que

(log(z® +z + 1))/ =

. : m
Ill)rf_loo flx) = wgriloowarctan\/:f = f00- 5 = +o0

(ou calculando lim,_, o f(z) = 4+00), tem-se do Teorema do Valor Intermédio, que
CDy = [log (%) , +ool.
O

Verifique se existem assimptotas ao gréfico de f.

Resolugao. (1.0 val.) Nao ha assimptotas verticais, j4 que f é continua em R. Como
limg 100 f(z) = limg,, o f(2) = +00, ndo hd assimptotas horizontais. Para determi-
nar se existem asimptotas obliquas, calculamos

f(z)

r— 400 X

= lim arctany/z =7/2 € R,
T—+0o0

. ™ . ™
b—wgriloo (m)—gx = xll}rilooxarctanf—§x = 00— 00
1
arctan/x — % 0
= lim f 2 — 2 R0 gy Qﬁ(llﬂ)
T—r+00 = 0 x—+00 —=
x
2
T
= lim = 40 ¢R

(onde usdmos a Regra de Cauchy para levantar a indeterminagao %) logo nao existe
assimptota a direita. Quanto a assimptota a esquerda, usando de novo a Regra de
Cauchy,

2x+1
24+l 0

1 2 1
me lim 1@ _ gy, los@ ta+l) coro
r—r—00 X rT—r—00 xr o r—r—00

Q

Como lim, o f(z) — 0 = 400 ¢ R, concluimos que também nao hd assimptota &
esquerda.

Logo, nao existem assimptotas ao grafico de f. O

Justifique que f restringida ao intervalo |0, 400 é invertivel com inversa diferencidvel.
Determine a derivada da fungdo inversa no ponto f(1).

Resolugao. (0.5 val.) Como vimos em (b), f é estritamente crescente em |0, +o00[, logo
injectiva, logo invertivel. Uma vez que f’(z) # 0 para x > 0, f~* ¢ diferenciavel.



Tendo em conta que f/(1) = arctan1+ 1 = T+1 = =H temos do teorema da derivada
da funcao inversa que

—1y\/ — 1 = 1 = 1
(7)) = ) o (1) Cor41

O

6. (1,0 val.) Seja f uma fungdo diferencidvel em R com derivada crescente. Mostre que, se

a<be f(a) = f(b) entdo f(x) < f(a) = f(b) Vx €la, b[.

Resolugao. Sabemos do Teorema de Weiertrass - ja que f, sendo diferencidvel, é continua -
que f tem mdximo e minimo no intervalo fechado [a,b]. Queremos provar que o mdximo é
fla) = f(b).

Do Teorema de Rolle, temos que existe ¢ €]a, b[ com f'(¢) = 0. Como f’ é crescente, temos
que para z < ¢, f'(z) < f'(c) =0, e para x > ¢, f'(z) > f'(c) = 0. Temos entdao que f é
decrescente em [a, c] e crescente em [c,b]. Em particular, f(z) < f(a) = f(b),sea <z < ¢
e f(z) < f(b) = f(a),se ¢ < x <b. Logo, f(z) < f(a) = f(b), Vz €]a,b]. O

2¢ TESTE
7. (3.5 val)

(a) Determine uma primitiva de cada uma das fungdes seguintes:

g Qg2 gy 2edl 1 (i)

Sz’ 1-22)(1+2) x3

Resolugio. (i) (0.5 val.) E uma primitiva (quase) imediata:
(log )3 1/1 13
Loer)t _ [ 2 -2 .
[ 2 [ Ltoga)} = S(og)

(ii) (1.0 val.) E uma primitiva de uma fungao racional. Usamos a decomposi¢do em
fracgoes simples dada por

20 +1 241 A B c

(1—22)(1+2) (1-2)(1+2)2 1—x+1+x+(1+x)2

ol

Temos
20 +1=A1+2)*+B(1+2)(1 —2)+C(1 —x), Vx €R.

Para calcular as constantes A, B, C' fazemos, por exemplo,
r=-1 = -1=2C = C=-1/2

xr=1 = 3=4A = A=3/4
coef. 22 = A-B=0 = B=3/4

Temos entao:

2w+1 3/4  3/4  —1/2
/(1_332)(1”)_‘“” - /1—x+1+x+(l+x)2dx

1 1
= 7210g|17:17|+310g\1+x|+§ﬁ



(iii) (1.0 val.) Primitivando por partes com u/(z) = 25 cosh () = u(z) = —senh (1) e

)
v(z) =1 = v/(z) = —%, temos
1 1 1 1 1
/—3 cosh <) dzx /f ) cosh () dr
T T T T
1 1 1 1
——senh () — /——2(— senh ())dm
T T T T
1 1 1
——senh <) + cosh <) .
T T T

(Alternativamente, fazendo a substituicao ¢ = =+, com ‘Zg = —%m a primitiva fica

1 1
/ 5 cosh ( ) dx = /t3 cosh (t) ( ) dt = /tcoshtdt
x t2

que pode entao obter-se por partes.)

O
(b) Calcule
0 T
e
/ S
log(2/3) (2 - ew) Vv 1—e*
Sugestao: considere a substitui¢do ¢t = /1 — e®.
Resolugdo. (1.0 val.) Fazendo t = /1 —e* & e® =1 —t2 & 2 = log(1 — t2), temos
2 3
r=10g(2/3) et=1/1—--t= £7
3 3
r=0&1=0,
e ‘fl—f = 1_2t O integral pedido fica
/0 e . 112 2% /” 2

" dr = — _c

10g(2/3) (2—€x)\/1—6x f 2_1+t2 tl_t2 0 1+t2

3 3
= [2arctant],® = 2arctan i —0=1,
3 3
O

8. (1.0 val.) Considere a func¢ao F : R — R dada por:

NG 2
Fay= [ sl 4
2t
JE

(a) Justifique que F é duas vezes diferenciavel em R* e calcule F’, F”.

Resolugao. (0.5 val.) F é diferencidvel em R, j4 que é dada pela composta do integral

. 2
indefinido da funcao continua ¢ % em RT, que é diferencidvel pelo Teorema
Fundamental do Célculo, com a funcio /z, diferencidvel em RT. A sua derivada é

dada por

Fl(z) = (ﬁ),seng(g) ) sznxx.



Como F’ é diferencidvel em RT (quociente de fungoes diferencidveis), F' é duas vezes

diferenciavel e
F”( ) = 4xrcosx —4senx T COST — Senx
1622 422 '

(b) Determine um polinémio de 2° grau p(zx) tal que p*) () = F®)(7), k = 0,1,2.

Resolugdo. (0.5 val.) Tomamos p(z) dado pelo polinémio de Taylor de ordem 2 no
ponto . Tendo em conta que, pela alinea anterior, F(7w) = 0, F'(r) = 0e F'(7) =

— T
e = 47'r’ temos

p(x) = F(m) + F(m)(e -~ )+ D - m2 =~ L@ 2

9. (2.0 val) Determine a natureza das séries seguintes e calcule a soma de uma delas

o0 n n

> > - o= >
—_ arcsen | 1 — — .
— n! 427’ — A+l vnt+2)’ ”*1

n=1

Resolugao. (i) (0,7 val) Como Y 7, n'+2”
usar o critério da razao. Temos que:
5 e"t(n! 4 2m) I n! 4 27
im = elm ( ————
n—oo e™((n + 1)! + 2nt+1) n—oo \ (n + 1) + 27+1

. 1+2;
= elm | ———" - |n=e0=0<1,
nre\ D+ Gy

é uma série de termos nao negativos podemos

e concluimos que a série é absolutamente convergente.
1
V3

e majorada por 1, temos que o termo geral da série y -, \/ﬁ arcsen (1 — nl+2)

. 1 ‘ ~ . . .
(ii) (0,7 val) Como 1 — a5 € uma sucessao crescente com primeiro termo igual a 1 —

w

verifica:
1 1 ) S 1 (1 1 > 50
_ arcsen - — ,
vn+1 vn+2/)  Jn+1 V3

tratando-se portanto de uma série de termos nao negativos. Como )

arcsen (1 —

\/an_l (série
de Dirichlet com o = 1/2) é divergente, concluimos pelo critério da comparagdo que

1 1 . P
JnTT Arcsen (1 \/m) ¢ uma série divergente.

(iii) (0,6 val) Temos que

26

e portanto é uma série geométrica de razao igual a r = f%. Como |r| = % <1, ¢é
convergente com soma igual a 1%, onde a designa o primeiro termo. Temos entao:
o0
3 (=2)" 5 2
ntl -2\ ~ 15’
= - 1B



10. (1.0 val.) Determine para que valores de x a série de poténcias

11.

— 1
— (22 - 3)".
¢é absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente.

Resolugdo. A série de poténcias

S N S 1 P
Z:: 1+n2 203" =D i (x 2)

(NI
=
+
=
Q
=]
oL
)

serd absolutamente convergente em |2 — R, 2 + R[ e divergente em R\|
R € R (raio de convergéncia ) ¢ dado pelo hmlte seguinte:

n 3 2 2
r= i (o2 )( 1+<n+1>>:1hm31+<n+1>:1.

n— oo ‘3/1 + n2 on+1 n— 00 1+ n2 2

Isto é, a série é absolutamente convergente em |1, 2 e divergente em | —o0, 1[U]2, +00[. Temos
agora que estudar o que se passaem x =1 e x = 2. Em x = 2 temos a série numérica

> 1
5 e

que é divergente visto ser da mesma natureza que a série de Dirichlet >° - Em 2 = 1
n3

temos
n

o0
3 (=1
bl
= V14 n?
(série alternada) que ndo é absolutamente convergente pelo que foi dito atrds mas é sim-
plesmente convergente pelo critério de Leibnitz visto %iT ser uma sucessao decrescente e
convergente para zero.

O

(1.0 val.) Seja f : RT — R uma fungao cuja derivada é igual a % e tal que f(3) = 1.
Desenvolva f em série de poténcias de x — 3, indicando o maior intervalo aberto onde o
referido desenvolvimento é valido.

Resolugdo. Comecemos por desenvolver f/(z) = % em série de poténcias de z — 3. Como

1 1

x:3+x—3:1_(_(m3;3))’

W=

temos que, para |£33| < 1, isto é para x €]0,6[, o seguinte desenvolvimento ¢ valido:

Z 3n+1) :

Primitivando termo a termo obtemos entao que:

@) =3 BT

2 3t )

e da condicao f(3) = 1 sai entao imediatamente que C = 1. O



12. (1.5 val.) Seja f uma fungao positiva e decrescente em [1, +o0o[, e para cada n € N considere

Aw) =370 - [ ) s
k=1 1

(a) Mostre que
n—1 .k41
Aw) = f) + 3 [ (f0) - 1(a) do.
k=1"k

(b) Justifique que A(n) > 0, Vn € N e que A(n) é decrescente. Conclua, justificando, que
A(n) é uma sucessao convergente com 0 < lim A(n) < f(1).

(¢) Aproveite o resultado da alinea anterior para mostrar que
1 1
1im(1++...+10gn) ,
2 n
existe e pertence ao intervalo [0, 1].

Resolugao. (i) (0,5 val)
Utilizando as propriedades do somatorio e a aditividade do integral temos imediata-

mente que:
n n n—1 n—1 k+1
Aln) = fk)— | f(@)de=f(n)+ ) flk)- f(z) dz
n—1 k+1 n—1 k41
SUGEDY <f(k) - [ @ dx> SUGEDY |- r@) as,

uma vez que [ f(k) de = f(k) (k+1) — k) = f(k).

(ii) (0,5 val) Como f é positiva e decrescente, temos que:

k+1
0< bt < [ f) do < ), 1)
k
Desta desigualdade sai imediatamente que fkk—H (f(k) — f(z)) dx >0 e portanto
n—1 .k4+1
Aw = 1)+ Y [ (70 = Fla)) do = fn) >0,
k=1"F

Vamos agora mostrar que A(n + 1) — A(n) < 0, ou seja, que A(n) é uma sucessdo
decrescente. Temos que:

n+1

n+1 n n
A+ 1) = A) = Y1) - [ f<x>—<zf<k>— / f<x>>
k=1 ! k=1 !

n+1 n nt1 n
_ (Z f(k)—éf(@) - (/1 f(w)—/1 f(l’))

k=1

n+1
:f(n-|-1)—/ ' fz) dz <0,



por (1). A sucessao A(n) é monétona (decrescente) e limitada ( um majorante serd
A(1) = f(1) e um minorante serd zero como mostramos). Logo, é uma sucessao con-
vergente e pela relagdo entre limite e relagdo de ordem temos que 0 < lim, o A(n) <

A1) = f(1).
(iii) (0,5 val) Considerando o caso particular f(z) = 1 (fun¢do positiva e decrescente em
[1,+00[), temos por aplicagdo imediata do resultado na alinea anterior que existe

| "1 _ 1 1
nh_)rréo(kz_lk—/l de)—n11_>rrolo(1+§+---+g—logn),

e pertence ao intervalo [0, f(1)[= [0, 1].

10



