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1. (7.0 val.)
(a) Determine uma primitiva de cada uma das fungdes seguintes:

62—z +1 1

(i) 10zx(1+2%)%, (i) EEroEenl (iii) Ve

arcsenvx — 5.

Resolugio. (i) (1.0 val) E uma primitiva (quase) imediata:

1 1
/1090(1 + 22 dx = 3 / 10(z?) (1 + 22)° da = 5(1 + )10,

(ii) (2.0 val) E uma primitiva de uma funciio racional. Usamos a decomposicdo em
fracgbes simples dada por

6z —x4+1 A +Bac—|—C’
(1+322)14+2) 14z 1+ 322

Temos
622 —x+1=A(1+32%) + Bx(1 + )+ C(1 + ), Vz € R.

Para calcular as constantes A, B, C' fazemos, por exemplo,

r=-1 = 64+1+1=44 = A=2
=0 = 1=A4+C = C=-1
coef. 22 = B+4+34=6 = B=0.

Temos entao:
/ 62 —x+1 de — / 2 1 d
A+3)1+2) " = J1+z 14322
1 V3
2log |1 +x ——/7@3
g| | ) T e

3
2log |1 + x| — % arctan(v/3z).

(iii) (2.0 val) Primitivando por partes com u'(z) = ;_5 = (z—5)"2 = ux) =

2(x —5)2 =2z — 5 e v(x) = arcsen /z — b, temos

1
1 Y
/7arcsen\/aj—5daj = 2vVx—5arcsenvVzr—5 — /2\/%—5Ad$
NEE 1— (Va—5)?

-1
= 2z —5arcsenvVzr—5 + /\/mdz

2vV/x — 5 arcsenvr —5 + 2v6 — x.



(b) Calcule
S
| =
L r(2—-1)
Sugestao: considere a substituigao z = 2(sen(t))?.

Resolugio. (2.0 val) Fazendo x = 2(sen(t))?, t €]0, 5[ (ou seja, t = arcsen /%), temos

L sen?t= L ment= o=
r=—-=sen“t=- =sent = - =—.
2 4 2 6
3 3 3
x:§:>sen2t:Z:>sent=§:>t=g,
e fcll—f =4sentcost. O integral pedido fica
2 1 5 4sentcost
—dr = dt
1 V(2 -12) = /2sen?(t)(2 — 2sen?(t))
5 4sentcost

S 5 dt
= +/4sen?(t) cos?(t)
T T T
2dt =2(= - 2) =2,
/1 (3 6) 3

6

[SE]

2. (1.5 val.) Determine a 4rea da regiao A C R? dada por:

A={(r,y) eR*:x <y <2— 2%}

Resolugao. E a drea da regido compreendida entre a recta y = x e a pardbola y = 2 — 22.
Os pontos de intersegao sao

14158
“t=EVIFS

5 r=-2Vzx=1.

r=2-2’er’+r-2=02=

A drea pedida é dada pelo integral:

3. (1.5 val.) Seja f: R — R uma fungao continua em R. Considere a funcdo ® : R — R dada

por:
2

O(x) = /Ow x f(3t) dt.

Justifique que @ é diferenciavel em R e calcule ®’.



Resolugao. Temos que

@(x)z/om 2f(30) dt:x/oz F£(3t) dt.

Escrevendo )
x Y
| send=ra), Fo - [ e
0 0

temos, pelo Teorema Fundamental do Célculo, que F é diferencidvel em R, ji que f(3t) é
continua em R, com F'(y) = f(3y). Logo, ®(x) = xF(x?) é diferencidvel em R porque é
dada pelo produto e composicao de fungoes diferencidveis.

A derivada vem:

' (z) = 1./; f3t)dt + x- (22 f(32?) = /Ow f(3t) dt + 222 f(32%).

. (4.0 val) Determine a natureza das séries

oo oo 0 nAn

S et Y BRI
n2+4 — 3n+l

n=1 n=1

Resolugio. (i) (1.5 val) Como ), ¥ ?ij’ ¢ uma série de termos nao-negativos pode-

mos usar o critério da comparacao. Considerando a série de Dirichlet (convergente)
o 1
Y n—1 7373, temos que

I ng_tf _ 1 n32\/n+3 _ 1 n3(n+3)
1m -1 = 11m 5 = 1m P} 9 T
n—o00 572 n—o00 n< 4+ 4 n—o00 (n + 4)

pelo que as séries sao da mesma natureza. Concluimos portanto que a série dada é
absolutamente convergente.

(if) (1.5 val.) Como é uma série de termos nao negativos podemos usar o critério da razao.

Temos que:
—(n+1)?
lim M — lim (n+ 1) o~ (D)% 4+0%) _ iy <n+ 1> —ntD) _ g,
n—oo ne—"n n—oo n n—o00 n

Como lim,, s % =0 < 1, concluimos que a série é absolutamente convergente.
n

(iii) (1,0 val) Para n par (isto é n = 2k, k € N) temos que

2+ (1)) g2

32k+1 T 32%k+1 ~ g°

a2k =

Logo, o termo geral da série nao converge para zero e concluimos pelo critério geral de
convergéncia que a série é divergente.

O



5. (5.0 val.)

(a) Determine para que valores de z a série de poténcias

Z n—zl))n(x —2)"
n=1

é absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente.

(b) Denotando por f a funcao dada pela série acima no seu dominio de convergéncia abso-
luta, escreva f’ como série de poténcias de x — 2 e aproveite o desenvolvimento obtido

para mostrar que f’(z) = F .
—x

(¢) Determine f(1).

1

Resolugdo. (a) (2.0 val) A série de poténcias Y~ m
n

vergente em |2 — R,2 + R[ e divergente em R\[2 — R,2 + R] onde R € R (raio de
convergéncia ) é dado pelo limite seguinte:

(x — 2)™ serd absolutamente con-

1
n+1
R=lim — % =3 lim ( b ):3.
n—o00 n—oo n
(n+1)3n+1
Isto é, a série é absolutamente convergente em |—1, 5[ e divergente em |—o0, —1[U]5, +o0].
Temos agora que estudar o que se passa em £ = —1 e x = 5. Em x = 5 temos a série
numeérica
A -,
n=1 nan n=1 n
(série harménica) que é divergente. Em z = —1 temos
oo o0
> =l
n3n n '
n=1 n=1

(série harmdnica alternada) que néo é absolutamente convergente pelo que foi dito atrés
mas é simplesmente convergente pelo critério de Leibnitz visto % ser uma sucessao
decrescente e convergente para zero.

(b) (2.0 val.) Sabemos que uma fungao dada pela soma de uma série de poténcias de z — a
¢ diferencidvel em Ja — R,a + R| e a sua derivada é obtida diferenciando a série termo

a termo. Sendo assim, f é diferencidvel em | —1,5[ e
e’} 1 00 1 z—9 n—1
/ = _— -2 n—1 = —
rw =3 e =35 ()

7 ,o. Jr -2 . ,
que é uma série geométrica convergente para |x3—‘ < 1, isto é para z €] — 1,5[ com
soma dada por:

1/3 1
!/ _ —
F@)=T—as ~5-2
3
(c) (1.0 val) Como f’(z) = =1~ sabemos que f(z) e —log|5 — x| ( uma primitiva de =)

diferem de uma constante. Isto é,

= -1
10g|5—x|z—f(x)—i—C:Z@(a:—ﬂ"—i—C,
n=1



para algum C € R. Ou seja, a funcao g(z) = log|5 — x| admite um desenvolvimento
em série de poténcias de z — 2 para x €] — 1, 5[. Este desenvolvimento é tnico (série de
Taylor em x = 2) pelo que

0 oo g(n ( ) oy
nzlﬁx— + Z (z—2)",
e concluimos que C = ¢(2) = log |5 — 2| = log 3. Portanto
fx)=—=log|s —x|+C =—log|5— x| +1og3

e f(1) = —log4 +log3 =log 3.

6. (1.0 val.) Seja f € C*°(R) uma fungdo que verifica:

IM >0:|f™(z)| <M, YneN, Vz €R.

Mostre que em todo o seu dominio f é dada pela sua série de Taylor no ponto zero.
Sugestao: use a férmula de Taylor.

Resolugao. Como f € C°°(R) podemos usar a férmula de Taylor para qualquer n € N
obtendo "
a) .
=5 L et o),
k=0 '

onde o resto de ordem n no ponto zero é dado por:

Ry o(z) = /Ow w(x — )" dt.

n!

Utilizando a hipétese sobre as derivadas da fungao podemos dizer que:

x n-‘rlt
Rao@)l = |[ o a
0 n.
T (e _ p\nF1 =T
< %/(x—t)”dt:K&
n! | Jo (n)! n+1 =0
B M‘xln—i-l
 (n+1)!

Para cada z € R fixo, temos entdo que lim, oo Ry o(z) = 0. Passando agora ao limite
quando n — oo na férmula de Taylor temos que:

onde no ultimo passo usdmos a definicdo de soma de uma série convergente. Concluimos
entdao que para todo o x € R a fungao é dada pela sua série de Taylor no ponto zero. O



