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1. (7.0 val.)

(a) Determine uma primitiva de cada uma das funções seguintes:

(i) 10x(1 + x2)9 , (ii)
6x2 − x+ 1

(1 + 3x2)(1 + x)
, (iii)

1√
x− 5

arcsen
√
x− 5.

Resolução. (i) (1.0 val) É uma primitiva (quase) imediata:∫
10x(1 + x2)9 dx =

1

2

∫
10(x2)′(1 + x2)9 dx =

1

2
(1 + x2)10.

(ii) (2.0 val) É uma primitiva de uma função racional. Usamos a decomposição em
fracções simples dada por

6x2 − x+ 1

(1 + 3x2)(1 + x)
=

A

1 + x
+
Bx+ C

1 + 3x2

Temos
6x2 − x+ 1 = A(1 + 3x2) +Bx(1 + x) + C(1 + x), ∀x ∈ R.

Para calcular as constantes A,B,C fazemos, por exemplo,

x = −1 ⇒ 6 + 1 + 1 = 4A ⇒ A = 2

x = 0 ⇒ 1 = A+ C ⇒ C = −1

coef. x2 ⇒ B + 3A = 6 ⇒ B = 0.

Temos então:∫
6x2 − x+ 1

(1 + 3x2)(1 + x)
dx =

∫
2

1 + x
− 1

1 + 3x2
dx

= 2 log |1 + x| − 1√
3

∫ √
3

1 + (
√

3x)2
dx

= 2 log |1 + x| −
√

3

3
arctan(

√
3x).

(iii) (2.0 val) Primitivando por partes com u′(x) = 1√
x−5 = (x − 5)−

1
2 ⇒ u(x) =

2(x− 5)
1
2 = 2

√
x− 5 e v(x) = arcsen

√
x− 5, temos∫

1√
x− 5

arcsen
√
x− 5 dx = 2

√
x− 5 arcsen

√
x− 5 −

∫
2
√
x− 5

1
2
√
x−5√

1− (
√
x− 5)2

dx

= 2
√
x− 5 arcsen

√
x− 5 +

∫
−1√
6− x

dx

= 2
√
x− 5 arcsen

√
x− 5 + 2

√
6− x.
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(b) Calcule ∫ 3
2

1
2

1√
x(2− x)

dx.

Sugestão: considere a substituição x = 2(sen(t))2.

Resolução. (2.0 val) Fazendo x = 2(sen(t))2, t ∈]0, π2 [ (ou seja, t = arcsen
√

x
2 ), temos

x =
1

2
⇒ sen2 t =

1

4
⇒ sen t =

1

2
⇒ t =

π

6
.

x =
3

2
⇒ sen2 t =

3

4
⇒ sen t =

√
3

2
⇒ t =

π

3
,

e dx
dt = 4 sen t cos t. O integral pedido fica∫ 3

2

1
2

1√
x(2− x)

dx =

∫ π
3

π
6

4 sen t cos t√
2 sen2(t)(2− 2 sen2(t))

dt

=

∫ π
3

π
6

4 sen t cos t√
4 sen2(t) cos2(t)

dt

=

∫ π
3

π
6

2 dt = 2
(π

3
− π

6

)
=
π

3
.

2. (1.5 val.) Determine a área da região A ⊂ R2 dada por:

A = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ y ≤ 2− x2}.

Resolução. É a área da região compreendida entre a recta y = x e a parábola y = 2 − x2.
Os pontos de interseção são

x = 2− x2 ⇔ x2 + x− 2 = 0⇔ x =
−1±

√
1 + 8

2
⇔ x = −2 ∨ x = 1.

A área pedida é dada pelo integral:

A =

∫ 1

−2
(2− x2 − x) dx =

[
2x− x3

3
− x2

2

]1
−2

= 2− 1

3
− 1

2
− (−4 +

8

3
− 2) =

9

2
.

3. (1.5 val.) Seja f : R → R uma função cont́ınua em R. Considere a função Φ : R → R dada
por:

Φ(x) =

∫ x2

0

xf(3t) dt.

Justifique que Φ é diferenciável em R e calcule Φ′.
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Resolução. Temos que

Φ(x) =

∫ x2

0

xf(3t) dt = x

∫ x2

0

f(3t) dt.

Escrevendo ∫ x2

0

f(3t) dt = F (x2), F (y) =

∫ y

0

f(3t) dt

temos, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, que F é diferenciável em R, já que f(3t) é
cont́ınua em R, com F ′(y) = f(3y). Logo, Φ(x) = xF (x2) é diferenciável em R porque é
dada pelo produto e composição de funções diferenciáveis.

A derivada vem:

Φ′(x) = 1 ·
∫ x2

0

f(3t) dt + x · (x2)′f(3x2) =

∫ x2

0

f(3t) dt + 2x2f(3x2).

4. (4.0 val) Determine a natureza das séries

∞∑
n=1

√
n+ 3

n2 + 4
,

∞∑
n=1

ne−n
2

,

∞∑
n=1

(2 + (−1)n)
n

3n+1
.

Resolução. (i) (1.5 val) Como
∑∞
n=1

√
n+3
n2+4 é uma série de termos não-negativos pode-

mos usar o critério da comparação. Considerando a série de Dirichlet (convergente)∑∞
n=1

1
n3/2 , temos que

lim
n→∞

√
n+3
n2+4

1
n3/2

= lim
n→∞

n3/2
√
n+ 3

n2 + 4
= lim
n→∞

√
n3(n+ 3)

(n2 + 4)2
= 1,

pelo que as séries são da mesma natureza. Conclúımos portanto que a série dada é
absolutamente convergente.

(ii) (1.5 val.) Como é uma série de termos não negativos podemos usar o critério da razão.
Temos que:

lim
n→∞

(n+ 1)e−(n+1)2

ne−n2 = lim
n→∞

(
n+ 1

n

)
e−((n+1)2+n2) = lim

n→∞

(
n+ 1

n

)
e−(2n+1) = 0.

Como limn→∞
an+1

an
= 0 < 1, conclúımos que a série é absolutamente convergente.

(iii) (1,0 val) Para n par (isto é n = 2k, k ∈ N) temos que

a2k =

(
2 + (−1)2k

)2k
32k+1

=
32k

32k+1
=

1

3
.

Logo, o termo geral da série não converge para zero e conclúımos pelo critério geral de
convergência que a série é divergente.
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5. (5.0 val.)

(a) Determine para que valores de x a série de potências

∞∑
n=1

1

n3n
(x− 2)n.

é absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente.

(b) Denotando por f a função dada pela série acima no seu domı́nio de convergência abso-
luta, escreva f ′ como série de potências de x− 2 e aproveite o desenvolvimento obtido

para mostrar que f ′(x) =
1

5− x
.

(c) Determine f(1).

Resolução. (a) (2.0 val) A série de potências
∑∞
n=1

1

n3n
(x − 2)n será absolutamente con-

vergente em ]2 − R, 2 + R[ e divergente em R\[2 − R, 2 + R] onde R ∈ R (raio de
convergência ) é dado pelo limite seguinte:

R = lim
n→∞

1

n3n
1

(n+ 1)3n+1

= 3 lim
n→∞

(
n+ 1

n

)
= 3.

Isto é, a série é absolutamente convergente em ]−1, 5[ e divergente em ]−∞,−1[∪]5,+∞[.
Temos agora que estudar o que se passa em x = −1 e x = 5. Em x = 5 temos a série
numérica

∞∑
n=1

3n

n3n
=

∞∑
n=1

1

n
,

(série harmónica) que é divergente. Em x = −1 temos

∞∑
n=1

(−3)n

n3n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
,

(série harmónica alternada) que não é absolutamente convergente pelo que foi dito atrás
mas é simplesmente convergente pelo critério de Leibnitz visto 1

n ser uma sucessão
decrescente e convergente para zero.

(b) (2.0 val.) Sabemos que uma função dada pela soma de uma série de potências de x− a
é diferenciável em ]a−R, a+R[ e a sua derivada é obtida diferenciando a série termo
a termo. Sendo assim, f é diferenciável em ]− 1, 5[ e

f ′(x) =

∞∑
n=1

1

n3n
n(x− 2)n−1 =

∞∑
n=1

1

3

(
x− 2

3

)n−1
,

que é uma série geométrica convergente para |x−2|3 < 1, isto é para x ∈] − 1, 5[ com
soma dada por:

f ′(x) =
1/3

1− (x−2)
3

=
1

5− x
.

(c) (1.0 val) Como f ′(x) = 1
5−x sabemos que f(x) e − log |5− x| ( uma primitiva de 1

5−x )
diferem de uma constante. Isto é,

log |5− x| = −f(x) + C =

∞∑
n=1

−1

n3n
(x− 2)n + C,
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para algum C ∈ R. Ou seja, a função g(x) = log |5 − x| admite um desenvolvimento
em série de potências de x− 2 para x ∈]− 1, 5[. Este desenvolvimento é único (série de
Taylor em x = 2) pelo que

g(x) =

∞∑
n=1

−1

n3n
(x− 2)n + C =

∞∑
n=0

g(n)(2)

n!
(x− 2)n,

e conclúımos que C = g(2) = log |5− 2| = log 3. Portanto

f(x) = − log |5− x|+ C = − log |5− x|+ log 3

e f(1) = − log 4 + log 3 = log 3
4 .

6. (1.0 val.) Seja f ∈ C∞(R) uma função que verifica:

∃M > 0 : |f (n)(x)| ≤M, ∀n ∈ N, ∀x ∈ R.

Mostre que em todo o seu domı́nio f é dada pela sua série de Taylor no ponto zero.
Sugestão: use a fórmula de Taylor.

Resolução. Como f ∈ C∞(R) podemos usar a fórmula de Taylor para qualquer n ∈ N
obtendo

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
xk +Rn,0(x),

onde o resto de ordem n no ponto zero é dado por:

Rn,0(x) =

∫ x

0

fn+1(t)

n!
(x− t)n dt.

Utilizando a hipótese sobre as derivadas da função podemos dizer que:

|Rn,0(x)| =

∣∣∣∣∫ x

0

fn+1(t)

n!
(x− t)n dt

∣∣∣∣
≤ M

n!

∣∣∣∣∫ x

0

(x− t)n dt
∣∣∣∣ =

M

(n)!

∣∣∣∣−(x− t)n+1

n+ 1

∣∣∣∣t=x
t=0

=
M |x|n+1

(n+ 1)!

Para cada x ∈ R fixo, temos então que limn→∞Rn,0(x) = 0. Passando agora ao limite
quando n→∞ na fórmula de Taylor temos que:

f(x) = lim
n→∞

[
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
xk +Rn,0(x)

]

= lim
n→∞

[
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
xk

]
=

∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
xk,

onde no último passo usámos a definição de soma de uma série convergente. Conclúımos
então que para todo o x ∈ R a função é dada pela sua série de Taylor no ponto zero.
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