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RESOLUCAO

1. (3,0 val)

(i) (1,5 val.) Represente na forma de um intervalo ou de uma uniao disjunta de intervalos
cada um dos conjuntos seguintes:

A={zeR:|z-2|>|z+ 1]}, B={e™*, z€]1/2,+0cq[ }.

Resolugdo. O conjunto A é o conjunto dos nimeros reais cuja distancia a 2 é maior ou
igual do que a distdncia a —1. Tendo em conta que o ponto médio entre —1 e 2 é 1/2,

podemos concluir que
A=]-00,1/2].

Esta representagao do conjunto A na forma de intervalo também pode ser obtida de
forma puramente algébrica como se segue:

A={zeR:|z-2|>|z+1]}
={zeR:z—-2>z+1|Ve-2<—|z+1|}
={zeR:|jz+1<z—-2V|z+1 <2-—z}
={zeR:(z+1<z-2Az+1>-—2+2)V(@x+1<2-zAx+1>-2+z)}
—{zeR:(1<-2A2>1)V(2e<1A1>-2)}
=(0N[1/2,00[) U (]—00,1/2] NR)
=]-00,1/2] .

x

Relativamente ao conjunto B, e tendo em conta que a fungdo e™* ¢é estritamente de-

crescente e lim,_, o, e~ = 0, temos simplesmente que
B 2}0,6_1/2[ .
O

(ii) (1,5 val.) Indique, caso existam em R, o supremo, infimo, méximo e minimo do con-

junto:
_1\n+1
C:{log(l—&-(l?)l), neN}.

Resolugao. Temos que, para todo on € N,

-1 _1n+1
7§L§1:>1§1+
2 n 2 n

)PP —log(2) < log <1 + (_17):“) <log(2),

onde se usou o facto de a funcao logaritmo ser crescente. Como —log(2),log(2) € C,

pois correspondem respectivamente a n = 2 e n = 1, podemos concluir que

inf C =minC = —log(2) e supC =maxC =log(2).

2. (2.0 val.)

Recorrendo ao método de inducio mostre que a derivada de ordem n da funcio ze?

* verifica:

(ze®®)™) = (2"z +n2""1)e?® Vn e N.



Resolugdo. [P(1)].
(e®®) = * 4 2(2e*%) = (22 4 1-20)e?® .

[P(n) = P(n+1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.
(ze?®)(™) = (2"z + n2""1)e?*  para um dado n € N,
hé que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.
(ze®®)" D) = (2" 4 (n41)2")e?®  para o mesmo dado n € N.
Isto pode ser feito da seguinte forma:
(we2®)(n 1) — ((1,621*)(71))/ hip ((2nx+n2n71)62x)/

— 2n62x + 2(2".’1) + n2n—1)62x — (271 + 2n+1x + n2n)€2x
= (2" 2 4 (n 4 1)2M)e?™ .

3. (2.0 val) Calcule a derivada das funcoes definidas pelas seguintes expressoes:

cosh(e®)

, arctan(x%).
x2+1

Resolucao.

(cosh(e“’))l (cosh(e®)) - vVa? + 1 — cosh(e®) - (Va2 + 1)

Va2 +1 2 +1
senh(e®) - e® - va? + 1 — cosh(e”) - ==
= 2L (1,0 val.)
x2+1

1

s /_ 5/2\/ _ 1 5 3/2
h) = T )= g (L0val)

(arctan(aj T+ 25

4. (4.0 val.) Calcule os seguintes limites (caso existam em R):

(sen /@)

. BCLLy L) . . ﬁ . - 2
g L g sy (2 )oste - ),
Resolucao.
2
1 1 1
i SRV Loy senvir senvie L L oo
z—0t 2x 2 z—0+ ﬁ ﬁ 2 2

lim (Cosac)ﬁﬁz =(cos0)== =1°=1 (1,0 val.)



lim (z —1)log(z? —1) = lim (z — 1)[log(z — 1) + log(z + 1)]

z—1t z—1t
1 -1 —
= lim 7og(srl )+0«log2:—oo+0
z—1t ﬁ “FOO
1
2 him =L = lim —(z—1)=0 (1,5 val)

1t — ——%
(z

5. (6.0 val.) Considere a funcdo f : R — R definida pela expressao:

(i)

(i)

(iii)

fz) = ol D,
(1,5 val.) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f’.

Resolugao. Tendo em conta que a fungao mddulo é diferencidvel em R\ {0}, temos que
f também é diferencidvel em R\ {0} com

f(z) = e @) pogp(—2? — z)'e @) = (1 — 222 — 2)e @D quando > 0 e
f'(z) = (=14 222 + 2)e @+ quando z < 0.
Aplicando o corolario do Teorema de Lagrange as expressoes anteriores, temos que

15(0) = 1ir(r)1+ fliz)=1-"=1 e f(0)= 1ir(r)17 fl(z)=—-1-€"=-1

Como f.(0) # f}(0), concluimos que f nao ¢ diferencidvel no ponto zero. O
(1,5 val.) Estude f quanto a monotonia e extremos.

Resolugao. Tendo em conta que
B 1
2°+rxr—1=0&x=-1 \/xzi,
a primeira derivada de f pode ser expressa na forma
() = =2(z4+1)(x—1/2)e @D 250, e f'(x) = 2(x+1)(z—1/2)e @) 2 < 0.
Temos entao que f/(z) > 0 para « € |—o0,—1[U]0,1/2[ e f'(z) < 0 para z € |—1,0[ U
11/2, 400, pelo que f é estritamente crescente em |—oo, —1[ e em |0, 1/2] e estritamente

decrescente em |—1,0[ e em |1/2,+00[. Assim, f tem méximos locais em z = —1 e
2 =1/2, e um minimo local em z = 0 (note-se que f é continua em zero).

O
(1,0 val.) Indique, justificando, se f tem maximo e minimo absolutos.
Resolugao. Com a informagao obtida na alinea anterior e tendo em conta que
FED =L =1 e f1/) =g <

T e T2f T TasA T
temos que f tem um méximo absoluto em x = —1.
Por outro lado, como f(z) > 0 para todo o x € R\ {0} e f(0) = 0, temos que f tem
um minimo absoluto em x = 0. O



(iv)

(2,0 val.) Justifique que f restringida ao intervalo ]1/2, +o0o[ é invertivel e indique o
dominio da respectiva funcao inversa. Calcule a derivada da funcao inversa no ponto

fQ0).

Resolugao. Como f é estritamente decrescente no intervalo ]1/2, 400, é invertivel neste
intervalo. Sendo além disso continua, o Teorema do Valor Intermédio permite-nos
concluir que

FQL/24c]) = |t pla),71/2)]
Como f(1/2) = 547 e

. — —x(z+1) _ 1 €T _ 400
xEI—&r-loo f(x) ;cgr-‘,r-loo re xllg-&r-loo ex(z+1) +00

RC . 1 1

1 [ —
s (22 + 1)ex(=+) 400

9

. . s . . —1 =z . 1
podemos concluir que o dominio da inversa f~" é o intervalo ]0, 55577 [

Como f é diferencidvel em x = 1 com f’(1) = —2e~2, a derivada da funcio inversa no
ponto f(1) é dada por
1 e?
—1y/
]_ = = ——
(YUW) = 55 ==

6. (3.0 val.)

(i)

(1,5 val.) Seja f: R — R tal que a imagem f(R) = {b1,...,b,} é um conjunto finito.
Prove que se f é continua em a € R, entdo f é constante numa vizinhanca de a.

Resolugdo. Seja f(a) = by € {b1,...,b,}. Como f é continua em a € R temos que
liinf(x):bkil:e»f Ve>03>0:|x—al <= |f(x)— byl <e.
Escolhendo ¢ = min{|b; — bx|, j = 1,...,p, j # k} > 0 e considerando o § > 0

correspondente, temos que
|z —a| <6 =|f(x)—bp| <minf{|b; —bx|, j=1,...,p, j#k}
:>f(x)7ébj7 ]:1,7]), j#k
éf(x):bkv

i.e. f é constante igual a b, na vizinhanca Vs(a) = {x € R: |z —a| <0} =]a —d,a+ d].
O

(1,5 val.) Considere a funcio g : R\ {0} — R dada por g(z) = 22 arctan(1 +sen(1/x)).
Prove que a fungdo ¢’ tem infinitos zeros em |0, B%r[ Sugestao: utilize o teorema de
Rolle em intervalos adequados.

Resolugdo. Para provar a existéncia de zeros de g’ usando o teorema de Rolle, devemos
considerar intervalos cujos extremos coincidam com zeros de g. Estes ocorrem em z = 0
e quando o argumento da fungdo arco tangente for igual a zero, i.e. quando
1 s dn + 3)m
sen(l/z)=—-1 —=C2n+ )+ - = Un+3)m
T 2 2
Como estamos apenas interessados em zeros no intervalo |0, %[, consideramos os infi-
nitos zeros de g dados por z,, = ,comn € N. O teorema de Rolle garante entao

, VneZz.

2
(4n+3)m
a existéncia de pelo menos um zero de g’ em cada um dos intervalos |, 41, 7, [CJ0, 2|,
n € N.



