Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica

TESTES DE RECUPERACAO DE CDI I

12 SEM. 2010/11 DURACAO: 1H30/3H00 VERSAO A
LEMAT, LEAN, MEBIOL, MEQ, MEAMBI E LMAC, MEBIOM, MEFT

RESOLUCAO

1. (1,5 val.)
(a) (0,9 val.) Represente na forma de um intervalo ou de uma unido disjunta de
intervalos os conjuntos seguintes:

A={zeR:|arctanz| <1} e B={zeR:log|z? —4|—log|r +2|>1} .
Resolugdo. Relativamento ao conjunto A, temos que:
|arctanz| <1< —1 < arctanz < 1.

Aplicando a funcao tangente a cada um dos termos desta iltima desigualdade e usando
o facto de ser uma fungao estritamente crescente em |—m/2,7/2[ D [-1, 1], obtemos

tan(—1) < tan(arctanz) < tan(1) & —tan(1l) < x < tan(l) < z € [—tan(1), tan(1)] .
Relativamente ao conjunto B, temos que:

B={zeR:log|z* —4| —log|z +2| > 1}

x2—4
= R:1 1
{xe og $+2’> }
-2 2
:{J/‘GRl (ZE)W'>6}
x+2

={reR:|z—2|>e A z#-2}
= (]—00,2 —e[U]2+e,+o0]) \ {—2}
|—00, —2[U]—-2,2 — e[ U]2 + €, +00[

O

(b) (0,6 val.) Indique, caso existam em R, o supremo, infimo, maximo e minimo dos
conjuntos seguintes:

Cz{cos(ng), nGN}, D=]-1,2] e CnNnD.

Resolugao. C ={-1,0,1} pelo que inf C = minC = —1 e supC = maxC = 1.

O conjunto D tem inf D = —1 ¢ D, pelo que nao tem minimo, e temsup D =2 € D,
pelo que tem max D = 2.

O conjunto C N D = {0,1} pelo que inff CND =minCND =0esupCND =
maxCND=1. ]

2. (2,0 val.) Calcule:

lim sen(2x — ) ’ . sen (log2x)  lim (tanz)®ne
z—0 3z z—+oo  log(x3) z—0+F
Resolucao.
sen(2z —m) .. —2-sen(2z) 2
lim L T gy TEOSOEE) 2 1
e 250 3.2 3 (05 val)

Sendo o seno uma fungao limitada entre —1 e 1, temos que
1  sen (log 2x)

— v 0.
log(z3) = log(z3) — log(x3)’ T
1
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Como
1
lim — =0= 1
oo log(x3) P log(x?)
podemos concluir pelo principio do encaixe que
log 2
senoes) o (0,5 val)

z—+oo  log(a?)

Tendo em conta que

(tan l‘)tanx _ elog((tan:p)tan””) — p(tanz) log(tanx)’ VO<z< 71_/2’
temos que
lim (tan m)tanw _ elimz*)0+ (tan z) log(tan ) )
z—0t
Como
sen x
lim (tanz)log(tanz) = lim - (log(senx) — log(cos x
lim (tan ) log(tanz) = Tim “" - (log(sen ) — log(cos 2))
_ i ST log(sen z) o log(sen x) _ —
z—0+ X 1/5(,‘ z—07F 1/.T —+00
RC COsS T €T
= lim *%5F = lim —x-cosw - =—0-1-1=0,
z—0t -7z z—0t sen x

podemos concluir que

lim (tanz)®% =¢%=1. (1,0 val.)
z—07t

3. (1,5 val.) Calcule a derivada das fungoes definidas pelas seguintes expressoes:

arctan (senh(x/2)) '

N3

a) eCOS(CL'Q)

; b)

Resolugao.

!/
(ecos(x2)> = ¢c0s(@?) . (cos(z?)) = ecos(@®) . (—sen(z?)) -2z (0,7 val.)

(arctan (senh(x/2)) >/
\/5
_ (arctan (senh(z/2)))" \/z — arctan (senh(x/2)) (v/z)'

_ % -y/x — arctan (senh(x/2)) 21

B

(0,8 val.)

T

4. (1,0 val.) Se 0 < a; <1, i > 1, mostre por indugao que:

(1—-a1)x---x(l—ay) >1—-Y a;, ¥neN.
=1



CDI 1 - RESOLUGAO DOS TESTES DE RECUPERACGAO 3

Resolugao. [P(1)]. Para n =1 a desigualdade anterior fica

1
(1—@1)21—Zai:1—a1

i=1
que é uma proposicao verdadeira.
[P(n) = P(n+ 1)]. Assumindo como verdadeira a hipdtese P(n), i.e.

n
(I—a1)x--x(1l—ay) >1- Zai para um determinado n € N,
i=1
ha que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

n+1
(I—a) X x(1—ap41)>1— Zai para o mesmo determinado n € N.
i=1

Isto pode ser feito da seguinte forma:

(I—a)x-x(1=apt1)=1—a1) x--x(1—ap) x(1—ant1)

> (1 - Z%) (1 —an+1)
=1

=1- (Z CLi) — Ap+41 + (Z ai) an+1
=1 i=1

n+1

> 1—2%
i=1

onde a hipétese e o facto de ap+1 < 1 sao usados na primeira desigualdade e o facto
de 0 < a;, v > 1, é usado na segunda desigualdade. O

. (3,0 val.) Considere a fungao f: R — R continua em R e definida por:

[ arcsen(l —2?) selz| <1
f) = { log(222 — c) se |z| >1

onde ¢ € ]—00, 2[ designa uma constante.
(a) (0,5 val.) Determine o valor de c.

Resolugdo. Sendo f continua em —1 e 1, temos necessariamente que

lim arcsen(l —2%) =log(2—¢)=0=log2—¢)=1=2—-c=>c=1.

r—1—

(b) (1,0 val.) Mostre que f nao é diferencidvel em x = 0.

Resolugao. Como a fungao arcsen é diferencidvel no intervalo |—1, 1], temos pelo
Teorema da Derivada da Fungdo Composta que f é diferenciavel em |—1,1[\ {0}
e
_ —2x _ —2x

V1I—(1—22)2 222 — a1

- e ;i . Vo e l-L1\{0} .

/

f'(z) = (arcsen(1 — $2))
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Pelo corolario do Teorema de Lagrange, temos entao que
-2
f50) = lim f(z) = lim ——— = —V/2
z—0t+

20+ /2 — 2

2
/ 0 = 1 ! = 1 Y — 2 .
Je(0) = tm f(z) = lm —mes = V2
Como f[(0) # f,(0), podemos concluir que f nao é diferencidvel no ponto 0. [
(c) (1,5 val.) Determine os intervalos de monotonia e os extremos de f.

Resolugdo. Pelo célculo da derivada de f feito na alinea anterior, temos que

-9 2
0<z<l=fllz)=——=<0 ¢ —-l<z<0= f(2)=— >0.
(@) V2 — 22 f@) V2 —2?
Por outro lado 4
2 /_ XL

pelo que
r<—-1=f(x)<0 e 1l<z= f(x)>0.

Assim, f é estritamente decrescente em |—oo, —1[ e |0, —1[ e estritamente cres-
cente em |]—1,0[ e |1, +o0[. Sendo continua em —1, 0 e 1, podemos concluir que
f tem minimos em —1 e 1 e maximo em 0. ]

6. (1,0 val.) Seja g uma funcao definida e diferenciavel em ]0, 1] e tal que:

L\ _ LYy
I\nxe2) "9\t

(a) (0,5 val.) Justifique que g ndo pode ser prolongada por continuidade ao ponto 0.

Resolugdo. Se g fosse prolongavel por continuidade ao ponto 0, entao

' , 1 . 1
ﬂ@—kg&g@%—ﬁg;9<n+2>_n§&ﬂ<n+1)'

Mas entao
1 1 1 1
=g(——)+1= 1 = i 1
g<n+2> g<n+1>+ n—lﬁ—loog(n—i—Q) ni&loog(n-i-l)—i_

=9(0)=9(0)+1=0=1,

o que é absurdo. O

(b) (0,5 val.) Mostre que existe uma sucessao ¢, de termos em |0, 1[ que verifica:
g'(en) = —(n+1)(n+2).

Resolugao. Para cada n € N, o Teorema de Lagrange garante que existe ¢, €

]%4—2’ %H[C]O, 1] tal que
9Gg1) — 9(i2) -1
gen) = i _ LH T +2)—(nt) —(n+1)(n+2).
ntl  nt2 NESICEN

O TESTE 1 ACABA AQUL
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7. (2,5 val.) Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes.

2x
(x —1)(z* +3)

(a) e"v2 — 3e” (b) % arctan (c)
Resolucao.

(a) (0,5 val.) Trata-se de uma primitiva quase-imediata:

3
1(2—3e"%)2 2 3
gT = —5(2 - 363;)2
2

1
/ewm = [ a2 -3et = -

(b) (1,0 val.) Usando primitivagdo por partes:

/mQ arctan(z) = % arctan(z /
—x—sarctan( )—/ r——
E 3 1+ a2

3 1 (2% 1
= % arctan(z) — = (x - ilog(l + x2)>

3\ 2
(¢) (1,0 val.) Decompomos a funcao racional:

2z A +B:U—|—C’
(x—1)(22+3) -1 2243

Os coeficientes A, B e C sao determinados por forma a que

Az +3)+ (Bz+C)(z—1)=2rx < (A+ B)2? + (C - B)z +3A - C =2z,
0 que significa resolver um sistema linear de 3 equacgoes a 3 incégnitas:
A+B=0,C-B=2,3A-C=0 = A=1/2, B=-1/2, C=3/2.
Logo

/ 2z _1/ 1 _1/x+3/1
(x—l)(a:2+3)*2 r—1 2) 2243 2 ) 22+3

= log|x—1|—zlog]a: +3|+/

1/v/3
1+ (x/v/3)2

1 1
= 5 log|a— 1] — J log|a® + 3| + iarctan(x/\f)

O
8. (1,0 val.) Calcule
1
/ V1—22dx
0
e aproveite o resultado para justificar que a area do circulo unitdrio é igual a .
Sugestao: faca a mudanga de variavel x = sent. Poderd ser-lhe til a férmula

2 _ 1l4cos(2t)
(cost)” = ———.

Resolugao. Usando a mudanca de varidvel indicada, temos que

r=sent=dr=costdt e te[0,7/2]=x€][0,1].
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Logo, usando também a relacao trigonométrica indicada,

1 w/2 w/2
/ V1—2a?2de = / V1 —sen?(t) cos(t) dt = / cos?(t) dt
0 0 0

/21 + cos(2t) 1 o 1 /2
= /0 — dt = 3'3 + 1 [sen(2t)],
m 1 m
=1 + 1 [sen(m) — sen(0)] = 1

Tendo em conta que

2?4+ =1=y=+1-22 quando z,y >0,

1 . . el zis .
temos que fo V1 — 22 dx representa a drea da parte do circulo unitério que estd no
primeiro quadrante, i.e. um quarto da area total do circulo unitario, pelo que esta é
igual a 7. O

9. (2,0 val.) Seja ¢ : R — R a fungao definida por

o(z) = /050 el dt .

a) (1,0 val.) Justifique que ¢ € C°(R) e calcule ¢'.

Resolugao. ¢ é de classe C*°(R) por ser a composta de duas fungoes de classe
C*(R): o integral indefinido da exponencial de um polinémio e um polinémio.
A sua derivada ¢’ pode ser calculada usando o Teorema da Derivada da Funcao
Composta e o Teorema Fundamental do Calculo:

¢ (z) = @)’ (z3) = e’ 322 .

0

b) (1,0 val.) Obtenha o desenvolvimento de ¢ em série de Taylor em torno de z = 0
indicando o respectivo intervalo de convergeéncia.

Resolugdo. Usando a série de Taylor da fun¢ao exponencial em torno de z = 0,

i.e.
X n
T
e’ = Z — VreR,
n!
n=0
temos que
et 6\n X 6n+2
2 (%) x
¢ (z) = 3z .ZT:&Z —— Vo ER,
n=0 n=0

6n+3 e x6n+3

Z (2n+1)n!’

n=0

> X
= ¢(w):C+3Zm:C+ vaRa
n=0

onde ¢ € R é uma constante. Como
3

ow) = [ et = o0) =0,

concluimos que ¢ = 0 pelo que
x6n+3

VzeR.
@nt Dl T E

$) =

n=0
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10. (2,0 val.)
(a) (1,3 val.) Determine a natureza das séries
= arctan(n)

+o0 gn
> g Y dretantn).
n=1
n e 7 .
oo 3 que € uma serie de

n=1
n=1 gn—1p2>

Resolucao. Para determinar a natureza da série
termos nao-negativos, podemos usar o Critério da Razao:
2 3

3n+12n71 2 3
liman+lzlim n :7-hmn7:7>1’
2n(n+1)23" 2 (n+1)2 2

Gnp,
concluindo assim que a série é divergente.
Para determinar a natureza da segunda série, observamos que

arctan(n)| 7w 1
arctamin) ~  VneN,
n? +3n 2 n2 "

e 3" 1/n? é uma série convergente, podendo concluir por comparagio que a série

2.

arctan(n)|
€ convergente,

n?2 4+ 3n

pelo que a série
arctan(n)

é absolutamente convergente.

O

2 e

> 1

2 i
n=0

(b) (0,7 val.) Justifique que a série

é convergente e que a sua soma € menor que 2.

Resolugao. Tendo em conta que
1 1 1\"
—<—=—=1(=] ,VneN,

2+ n2 " 2n (2)
)n é uma série geométrica de razao ‘R = %‘ < 1, logo convergente,

(o) 1
ecomo Y o7 (3
odemos concluir por comparacio que a série % =-1 também é convergente
p p paragao q n=0 2042 g

1
=2.

e
o0 o n
1 1
22n+n2<z<2> :1_1
n=0 2

n=0

11. (1,5 val) Determine para que valores de x a série de poténcias:

= (2z+3)"
2 it

n=1
é absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente
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Resolugao. O raio de convergéncia desta série de poténcias é dado por

3t (Vn+1+1) . Vn+1+1
:3~hm7
3"(vn+1) vVn+1

Assim, a série é absolutamente convergente quando

R =lim |- | = lim =3.

an+41

204+3] <34 —3<2r+3<3& 6<2r<0& -3<zx<0&ze]|-3,0]
e divergente quando
|22+ 3] >3 < x € |—00, =3[ U]0, +00]

Quando x = —3 a série de poténcias toma a forma

(3"
Z:3”(\F+1 Z\F+1

que é uma série numérica alternada com parte positiva decrescente e convergente para
zero, logo convergente pelo Critério de Leibniz. A natureza da correspondente série

de modulos
(
Z \F +1

pode ser determinada por comparagao com a série de Dirichlet ) #, que tendo
expoente 1/2 < 1 é divergente. De facto,

1
n 1

1
n n
e como 0 < 1 < 400 as séries tém a mesma natureza, pelo que a série dos médulos é

divergente. Assim, quando z = —3 a série de poténcias é simplesmente convergente.
Quando x = 0 a série de poténcias toma a forma

e}

lim

o0 377,
an(\ﬁ+1 Z[Jrl

que ja sabemos ser divergente. g

12. (1,0 val.) Seja f uma fungao estritamente crescente em [1,4o00].

(a) (0,5 val.) Mostre que
f(l)+--~+f(n—1)</1nf(m)dm<f(2)+---+f(n), Vn>1.

Resolugao. Considerando a particao P, = {1,2,...,n—1,n} C [1,n], n > 1, as
correspondentes somas inferiores e superiores sao dadas por

n—1 n—1

L(f,Py) =Y (inf f)-(k+1—-k) =Y f(k)=f1)+-+f(n—1)
=1 [k,k+1] 1
’ n—1 n—1
U(f,Po):=> (sup f)-(k+1=k)=> flk+1)=f(2)+-+ f(n),
i1 [kk+1] 1
onde

inf f=f(k) e sup f=f(k+1) porque f é crescente.
[k, k+1] [k,k+1]
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Assim, tendo em conta que a definicdo de integral e o facto de f ser estritamente
crescente garantem que

L(f, Py) </1nf($) de <U(f,P,),Vn>1,

fica mostrado o pretendido. ]

(b) (0,5 val.) Escolhendo f = log mostre que

n?’L

en—l

(n—1)!< <nl!.

Resolugao. Integrando por partes, obtemos
n

/n log(z) dx = [z1og(z)]} — / 1dz =nlog(n) — (n—1).
Usandlo a alinea (a) temos entao qile
log(1) +---+log(n—1) < /n <log(2) +--- +log(n)
= log(l) +---+log(n—1) < lolg(n”) —(n—1) <log(2)+---+log(n).

Aplicando a funcdo exponencial a esta desigualdade obtemos
n

(n—1l< <nl,

en—l

como se queria mostrar. (|



