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RESOLUCAO

1. (3,0 val.)

a) (2,0 val.) Represente na forma de um intervalo ou de uma unido disjunta de
intervalos os conjuntos seguintes:

(1)
A:{xeR:ex—e_x<2}

(ii) o dominio D da fungao definida pela expressao:

tﬂ$):1%§(x+l>-

r—1

Resolucao.

A:{xER:ex—e_x<2}

et — et
= ER: — <1
ey

= {z € R:senh(x) < 1}

= |—o0, argsenh(1)]
onde se usou o facto de a funcao seno hiperbdlico ser estritamente crescente e
lim, ,  senh(x) = —o0.
Como o dominio da funcao logaritmo é R™, temos que:

1
D:{xeR:x+1>0}

€xr —

={reR:(z+1<0ANz—-1<0)V(@+1>0Az—-1>0)}
={reR:(z<—-1ANz<])V(e>—-1Az>1)}

]

b) (1,0 val.) Indique, caso existam em R, o supremo, infimo, méximo e minimo
dos conjuntos seguintes:

B =]-00,—-1[U[2,400] , C=]-1,2] e BNC.



Resolugao. O conjunto B nao é minorado nem majorado, pelo que nao tem infimo
nem supremo, nao tendo também minimo nem maximo.

O conjunto C' tem inf C' = —1 ¢ C', pelo que ndo tem minimo, e tem supC' = 2 € C,
pelo que tem max C' = 2.

O conjunto BN C = {2}, pelo que

inf BNC=minBNC=2=maxBNC=supBNC.

. (4,0 val.) Calcule:

-1 2 z—2
lim M ,  lim ———=, lim * )
z—1 z—1 z—+00 3 z—2+ \ oz — 2

Resolugao.

limM = lim(z — 1) - M

z—1 r—1 z—1 (z —1)2 =0-1=0. (1,0 val.)

Sendo o coseno uma funcao limitada entre —1 e 1, temos que

1 cos (2 +1 1
x x x
Como ]
lim —— =0= lim —
T——+00 ;ES Tr——+00 ;(;3
podemos concluir pelo principio do encaixe que
2
. cos(e”+1
lim % =0. (1,0 val)
x—r—+00 €T

Tendo em conta que

r—2 _
( x ) _ elog(ﬁ)l 2 _ e(x—z)(log(m)—log(a:—Q))’ Vo > 2,

r— 2
temos que
x—2
lim z _ elimx_ﬂ_‘_(a:—2)(10g(x)—log(a:—2)) )
z—2+ \ & — 2
Como

lim (x — 2)log(x) =0-log(2) =0

z—2+



lim (z —2)log(z —2) = lim =

z—2+ x—2+ ﬁ 400
_1
RC ,. —92 .
= lim ——— = lim —(z —-2) =0,
z—2 @27 r—21

podemos concluir que

3. (2,0 val.) Calcule a derivada das fungoes definidas pelas seguintes expressoes:

senh (1 + cosh(z/2))
7z :

a) log [cos(z) arctan (1 + )] ; b)

Resolugao.

(cos(z) arctan (1 + e%))’
cos(x) arctan (1 + e?)

(cos(z))" arctan (1 4 ) + cos(z) (arctan (1 + €7))

(log [cos(x) arctan (1 + e*)]) =

!/

cos(x) arctan (1 + e®)

(1te?)’
1+ (1+e®)?

— sen(x) arctan (1 + ) + cos(z)
cos(x) arctan (1 + e?)
—sen(z) arctan (1 + €%) + Cos(:v)ﬁ

= 1,0 val.
cos(x) arctan (1 + ) (1,0 val)

(senh (1+ cosh(a:/Q)))'
\/E
(senh (1 + cosh(z/2)))" /= — senh (1 + cosh(z/2)) (v/z)'

cosh (1 + cosh(z/2)) (1 4 cosh(z/2))'\/x — senh (1 + cosh(x/2)) ﬁ

X

_ cosh (1 + cosh(z/2)) Senh(x/Q)\/TE — senh (1 + cosh(z/2)) ﬁi (1,0 val.)

]



. (2,0 val.) Recorrendo ao método de indugao, mostre que

1 n
lim (log z) =0 paratodoon € N.
r——+00 X
Resolugao. [P(1)].
1 1
lim 1087 _ toome . Le
rz—+oo0 I —+00 z—+oo0 1

[P(n) = P(n+ 1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.
lim (log )"

T—r—+00 €T

=0 para um determinado n € N,

ha que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

n+1
lim —(10g ?)

x——+00 €T

=0 para o mesmo determinado n € N.

Isto pode ser feito da seguinte forma:

(log x)" ™! _ 100 ke (n+1)(logz)"(1/x)

lim lim
T—+00 €T +0o0 T—+00 1
| ™ hi
(1) lim 08T gy g
T—r—+00 X

]

. (7,0 val.) Considere a funcao f : R — R, continua em todo o R e definida em R\ {0}

por

—x

e, se x < 0.

c+log(z+e), sex>0;
f(z) = { 2
onde ¢ designa uma constante real.

(1,0 val.) Determine f(0) e o valor de c.

Resolucao. Sendo f continua em 0, temos que

f(0) = lim f(z).

z—0
Como
lim f(z)= lim c+log(z+e)=c+1 e lim f(z)= lime ™ =e’=1,
z—07F xz—07+ z—0~ z—0~

temos que
c+1=1=c¢c=0 e f(0)=1.



(b)

(1,0 val.) Mostre que f nao é diferenciavel no ponto 0.

Resolugao. f é claramente diferencidvel em R\ {0} e

1 .
fw) = {+ , e

—2xe™™ , sex <0.

Pelo corolario do teorema de Lagrange, temos entao que

F0) = g 1) = i o =
e
F0)= lim f'(z) = lim —2z¢ > =0-1=0.
20~ o0~
Como f.(0) # £4(0), podemos concluir que f nao é diferencidvel no ponto 0. O

(3,0 val.) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexoes e
contradominio de f.

Resolucao. Temos que

z>0= f'(z) = >0 e z<0= f'(z) =2z >0.

x4+ e

Logo, f é estritamente crescente em |—o0,0[ e ]0, +00[. Sendo continua em 0, pode-
mos concluir que f é estritamente crescente em todo o R.

Assim, f nao tem extremos.

A segunda derivada de f é dada por

I 1
>0= f'(z) = = — <0
* /(@) <x+e> (x +e)?
e
2\’ 2 2 2
r<0= f"(z)= (_Qxe*x ) = 2" 44z’ =2(20° — 1) .
Como

2x2—1>0parax€]—oo,—1/\/§[ e 2x2—1<0parax€}—1/\/§,0[,
temos que
f”(x)<0parax€]—1/\/§,0[u]0,+oo[ e f”(m)>0parax€}—oo,—1/\/§[,

sendo que

" (-1/v2) =o.

bt



Assim, f tem a concavidade voltada para baixo (concava) nos intervalos | —1/v/2,0] e
10, +00], tem a concavidade voltada para cima (convexa) no intervalo }—oo, —1/V2
e tem uma inflexdo no ponto —1/+/2.

Finalmente, tendo em conta que f é continua e estritamente crescente com

lim f(z)= lim e® =07 e lim f(z)= liIJP log(z +€) = 400,
T—r+00

T—r—00 T—r—00 T—+00

podemos concluir pelo Teorema do Valor Intermédio que o contradominio de f é

f(R) =10, +o0] .

(1,0 val.) Justifique que f admite inversa f~! e identifique-a.

Resolugao. Sendo f estritamente crescente em R, é necessariamente injectiva pelo
que admite inversa:
f71: f(R) =10, +00[ = R.
Como
loglx+e)=y=>ar+e=e"=ax=¢"—¢, V>0, y>1,

(S

e =y = —2?=log(y) = 2* =log(1/y) = z = —/log(1/y), Vo < 0,0 <y <1,
temos que
e —e, sey > 1;
) =10, sey = 1;
—/log(1/y), se0<y<1.

]

(1,0 val.) Seja g : R — R uma fungao diferencidvel tal que g(2) =1e ¢'(2) =1 +e.
Calcule o valor de (f o g)'(2).

Resolugao. Usando a férmula para a derivada de uma fung¢ao composta, temos que

(fog) (2)=f(9(2) g2 =f(1) (1+e).

Como

podemos concluir que




6. (2,0 val.) Suponha que f: R — R satisfaz:

|f(x) = f)] < |z —y[", Yo,y €R, onde 1 <n €N.

Mostre que f é constante.

Resolugao. Para mostrar que f é constante é suficiente provar que f é diferencidvel
em R e f'(a) =0 para todo o a € R. Observe-se que

fla) = lim === = Jim = v (-0
Como
’f ((Z):QJ;£“> _lf (’5; )__aﬁffl)' <1,Vz#a (pela hipétese do enunciado)
tem-se que
—Jz—a" < f(é) _aﬂ’;f‘) (z—a)" < e —al"t, Ve #a.

Tendo em conta que

lim|z —al" ' =0, Va € R (porque n > 1)

r—ra
podemos concluir pelo principio do encaixe que

@)~ fa)

A _ n71:
e (x —a) 0, Va e R,

e portanto f é de facto diferencidvel em R com f’(a) = 0 para todo o a € R. ]



