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1. NUMEROS REAIS: REVISOES E PROPRIEDADES

Contetudo
1.1 Propriedades dos nimeros reais
1.2 Médulo
1.3 Método de Indugao
1.4 Somatoérios 1

[N =REN (i \V]

1.1 Propriedades dos numeros reais. Nestas primeiras aulas vamos rever/introduzir alguns
conceitos que serdo muito tuteis (e utilizados) na cadeira: propriedades dos ndmeros reais, re-
solucao de equagoes e inequagoes, mddulos e distancias, supremos e infimos, nimeros naturais e
recorréncia, e o método de inducdo matemdtica.

Comecemos por recordar o conjunto dos nimeros naturais
N=1{1,2,3,...}

associados a contagem de objetos. Recorde-se também que cada natural se pode decompor, de
forma tinica, como produto de ntimeros primos. Por exemplo: 9 = 32, 21 = 3 x 7, 245 = 3 x 7°.
Em geral, dado n € N, tem-se n = py* ..., p% onde p1,...,Dm S80 nlmeros primos e ny, ..., Ny
expoentes naturais.

O conjunto dos numeros inteiros é dado por

z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Observe-se que os inteiros estao naturalmente ordenados,
L3210kl 2<..,

e que podem ser representados geometricamente como pontos equidistantes numa reta:

¥
b |:|-
c-':9-
[ |:;-
'\:;-

De seguida, recordamos o conjunto dos nimeros racionais:

Qz{z: P,q € Z, q#O},

juntamento com alguns factos importantes.

Representagao decimal dos niimeros racionais. Através do algoritmo da divisdo, podemos
obter uma representacao decimal de qualquer niimero racional; o resultado é sempre ou uma

dizima finita, ou uma dizima infinita periédica. Por exemplo tem-se + = 0.(3), 249 — 15.5625

3 16
e % = 16.(6). Por outro lado, qualquer dizima finita ou infinita periédica pode ser convertida
numa fragao. Considerando por exemplo z := 0.(123) = 0.123123.. ., multiplicamos o nimero por

1000 (10 elevado ao periodo, 3) para obter:

12
1000z = 123.(123), donde 1000z —z = 123 <= z = ﬁ

Observe-se que necessariamente se tem 0.(9) = 1, 1.2(9) = 1.3, etc (basta repetir o processo
anterior para o justificar). Assim, tem-se a seguinte caracterizacgao alternativa do conjunto dos
nimeros racionais:
Q = {dizimas finitas ou infinitas periédicas}.

Propriedades béasicas das operagoes de soma e produto entre racionais. O conjunto dos
racionais é fechado para a soma (+) e para o produto (-), ou seja: dados dois racionais x = % e
y="t,asomazty:= %‘Z‘q e o produto x -y := % sdo também nimeros racionais. Recordemos
agora algumas propriedades basica das operagoess:
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P1. Propriedades da Soma. Dados racionais a, b, c:
(1) (Propriedade Comutativa) a +b = b+ a;
(2) (Propriedade Associativa) (a+b)+c = a+ (b+c). Assim, podemos escrever a+b+c
sem qualquer ambiguidade, por nao interessar a ordem com que se soma.
(3) (Elemento Neutro) a +0 =0+ a = a;
(4) (Elemento Simétrico): a + (—a) = (—a) +a =0.
P2. Propriedades do Produto. Dados racionais a, b, c:
(a) (Propriedade Comutativa) a-b=15-a;
(b) (Propriedade Associativa) (a-b)-c = a- (b-c). Assim, mais uma vez, podemos
escrever abc sem qualquer ambiguidade.
(¢) (Elemento Neutro) a-1=1-a=gq;
1_1

(e) (Elemento Inverso): a1 =1.4=1 paraa#0 (% ¢ também indicado como a™?).

Por fim, as operagoes de multiplicacao e soma tém a seguinte relagao:
(f) (Propriedade Distributiva) (a +b)-c=a-c+b-c.

J

O conjunto Q é também um conjunto ordenado: dados dois nimeros racionais a e b, tem-se
a>boua <b A relagao < diz-se uma relagao de ordem em Q compativel com a estrutura
algébrica, uma vez que verifica as seguintes propriedades:

P3. Propriedades da relagao <: Dados racionais a, b, c,
(i) (Relagdo de ordem) a <a;a <bAb<a = a=ba<bAb<c¢c = a<g
(chamadas respetivamente de propriedade reflexiva, antisimétrica e transitiva).
(ii) (Compatibilidade da soma) a <b = a+c<b+¢;
(iii) (Compatibilidade do produto) a < b e ¢ > 0 entdo ac < be.

Por satisfazer estas trés listas de propriedades, Q diz-se um corpo ordenado.

E possivel, mais uma vez, dar uma interpretacdo geométrica dos numeros racionais. Apesar
desta ser conhecida e ter sido muito trabalhada ao longo do 3.° ciclo e do secundério, vale a pena
relembrar como é feita rigorosamente: estando os nimeros inteiros marcados numa reta de forma
equidistante, faz-se o seguinte:

e a um numero da forma % > 0 com n € N, associamos um ponto P situado & direita da
origem, de forma a que o segmento [0P] resulte de uma divisao do segmento unitério em
n partes;

e Um racional =
o segmento [0P] corresponde & unido de m segmentos de comprimento - colocados lado a
lado a partir da origem;

e Para numeros negativos, repete-se o processo mas colocando o ponto P a esquerda da
origem.

> () é associado a um ponto P situado a direita da origem, de forma que

Serd que, com a correspondéncia entre nimeros racionais e pontos de uma reta, cobrimos todos
os pontos desta? Ou, perguntando de outra forma: fixada uma unidade de comprimento, serd
que os numeros racionais permitem determinar os comprimentos de todos os segmentos de reta
possiveis? A resposta é ndo: basta considerar, por exemplo o comprimento da diagonal de um
quadrado de lado 1 (que, pelo teorema de Pitdgoras, mede /2, ou seja, um niimero positivo cujo
quadrado é 2).

Teorema 1.1
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FIGURA 1. Construcdo geométrica do ntimero real /2.

Demonstracdo. Vamos mostrar este resultado usando o método de “redugao ao absurdo”, ou seja,
supomos que a conclusao NAO ¢ verdadeira e chegamos a uma contradicdo (impossibilidade).
Logo, a conclusao é obrigatoriamente verdadeira.

Suponhamos entdo que a conclusdo é falsa, isto é, que v/2 (i.e., um niimero positivo cujo
quadrado é 2) é um racional. Entéo existem nimeros naturais p e ¢ tais que V2= p/q, ou seja,

;) ==

Podemos assumir que p e ¢ ndo tém nenhum divisor comum (sendo comegdvamos por simplificar
a fracdo, eliminando esses divisores comuns). Temos

(1) P’ =24,

donde p? é um nimero par. Concluimos entdo que p também é par', ou seja p = 2k, para algum
natural k € N. Daqui e de (1), segue-se que:

4k =p? = 2¢° = 2k% =4~

Logo, g2 é par, e portanto ¢ também é um nimero par: ¢ = 2s, para algum natural s € N.
Assim, acabdmos de mostrar que tanto p como ¢ possuem 2 como divisor comum, o que contradiz
a nossa hipotese de que p e ¢ nao tinham divisores comuns. O

E entao necessario “completar” Q, considerando o conjunto dos nimeros reais. Este pode ser
definido como o conjunto de todas as dizimas (finitas, infinitas periédicas e infinitas ndo periédicas):

R = {p,a1a20a3... : p € Z, a; € {0,1,...,9} para todo o i}

(onde, tal como para os racionais, sempre que a, = 9 para todo o n > 7, estamos na verdade
na presenca de uma dizima finita). Como de costume, dizemos que um elemento de R\ Q é um
niimero irracional (exemplo: v/2, como foi visto no Teorema 1.1. Recorde, como trabalho extra e
apos a leitura deste capitulo, pode se pode concluir que v/2 = 1.41421356237...).

Primeiro facto importante. Pode mostrar-se que R, quando munido das operagoes de multi-
plicagao, adigao, e da relagao <, também é um corpo ordenado (i.e., as trés listas de propriedades
enumeradas anteriormente sdo vélidas para quaiquer reais a, b, ¢). Note-se que isto néo é tdo ébvio

.o . . - 2 .
IDe facto, se p = p;” ...,ppm for a decomposicdo em primos do nimero p, entdo p? = pl"1 ...,p?,?m é a

decomposicdo em primos de p?. Note-se que todos os expoentes sdo maiores ou iguais a 2 nesta tltima decomposicio.
Por outro lado, como p? é par, entdo 2 é um dos primos da sua decomposicio, ou seja, hd um dos p; que é igual a
2. Assim, p é par.
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quanto se possa pensar & primeira vista: como se pode dar uma regra /algoritmo para somar ou
multiplicar, por exemplo, os dois nlimeros reais:

x = 1.123123412345123456.... e y=2.(3)7

Esta observagao mostra como a questao é delicada e nada simples. No entanto, mostra-se que ha
uma forma coerente de o fazer (os detalhes podem por exemplo ser encontrados nesta pagina).

Segundo facto importante. Também se mostra que hd uma correspondéncia biunivoca (e que
mantém a ordem) entre o conjunto R descrito acima e uma reta. Isto mostra-nos que, nesse
sentido, o conjunto R é um conjunto “completo” (no mesmo sentido impreciso em que podemos
pensar que a reta é um “continuo”, sem “buracos”). Esta tltima propriedade é a que marca a
grande diferenca entre Q e R, e a que mostra porque se usa, para trabalhar com funcoes e modelar
o mundo real, o conjunto dos nimeros reais. Para de futuro demonstrarmos teoremas, devemos
no entanto enunciar esta propriedade de forma algébrica. Para isso, necessitamos de introduzir
algumas nocoes.

Definicao 1.2: Majorantes e Minorantes de um conjunto

Seja A C R.

i) A diz-se majorado se existe b € R tal que z < b, para qualquer x € A (ou seja,
A C] — 00,b]). Neste caso, b diz-se um majorante de A;
ii) A diz-se minorado se existe a € R tal que > a, para qualquer x € A (ou seja,
A C [a,400[. Neste caso, a diz-se um minorante de A;
iii) A diz-se limitado se é majorado e minorado. Neste caso, existem a,b € R tais que
a < x < b, para qualquer = € A (ou seja, A C [a,b]).

Exemplo 1.3:

Os conjuntos [1, 3], {1, 3}, {1, 2,3}, [1,2[U{3} séo limitados e tém todos o mesmo conjunto
de majorantes e minorantes:

Conj. Majorantes = [3,+00[, Conj. Minorantes =] — oo, 1].

O conjunto R nio é majorado nem minorado; R* é minorado mas nao é majorado. Para
o conjunto {Z : n € N}:

Conj. Majorantes = [1,+o00[, Conj. Minorantes =] — 00, 0].
Para o conjunto {z € Q: z >0, 2% < 2}:

Conj. Majorantes = [v/2,400[, Conj. Minorantes =] — o0, 0].

Definicao 1.4: Supremo e infimo de um conjunto

Seja A C R. Define-se o supremo e o infimo de A como:

e sup A é o menor dos majorantes de A, se existir.
e inf A é o maior dos minorantes de A, se existir.

7

Exemplo 1.5

Para os conjuntos [1,3], {1,3}, {1,2,3}, [1,2[U{3}, o supremo é 3 e o infimo é 1. Para o
conjunto {% :n € N}, o supremo é 1 e o infimo é 0. O conjunto {xr € Q : x > 0, 22 < 2}

tem 0 como nfimo e v/2 como supremo. O conjunto R tem 0 como fnfimo e nao admite
supremo. O conjunto R nao admite supremo nem infimo.
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Exemplo 1.6

O nimero 7 (o rdcio entre o perimetro e o didmetro de qualquer circunferéncia) pode
também ser definido como sendo o supremo do conjunto

{Areas de poligonos inscritos numa circunferéncia de raio 1};

e=sup{(1+ )" :n € N}. Pode mostrar-se que 7 e e sdo nimeros irracionais. Qualquer
real pode ser descrito como o supremo de um conjunto com ntimeros racionais: por exemplo,

0.3(3) = sup{0.3, 0.33, 0.333,...};
V2 = 1.41421356237 ... = sup{1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,...}.

Exercicio 1.1. Claramente, inf[1,3] = —sup[—3, —1]. Em geral, dado A C R, mostre que
inf A = —sup(—A), em que estamos a definir —A = {—a:a € A}.

Note-se que sup A pode ou nao pertencer a A. No caso em que sup A € A, é claro que serd o
maior valor de A (é majorante...)

Definicao 1.7: Maximo e minimo de um conjunto

Definimos o mdzimo e minimo de um conjunto como o maior e o menor dos seus elementos
(se existirem); isto é equivalente a dizer que:

e max A =M se M é majorante e M € A;

e min A = m se m é minorante e m € A.

Temos sempre max A = sup A, se existirem.

Exemplo 1.8

Temos max[1,3] = 3, min[l,3] = 1; por outro lado, o conjunto ]1,3[ ndo admite
méximo nem minimo. Temos sup|l,3[= 3, inf]1,3[= 1, sup{1,2,3} = 3 = max{1,2,3},
inf{1,2,3} = 1 = min{1, 2, 3}.

O conjunto {1 : n € N} admite maximo (1), mas ndo minimo.

O conjunto {x € Q : # > 0, ? < 2} ndo admite maximo; j& o conjunto {z € R : x >
0, #? < 2} tem méaximo V2.

J

Estamos agora prontos para enunciar a propriedade de completude dos reais, que corresponde
algebricamente ao facto da reta ser um continuo de pontos.

Propriedade. (Principio do Supremo ou da Completude). Qualquer subconjunto A C R
majorado e nao vazio tem supremo.

Segue também que qualquer conjunto minorado e nao vazio tem infimo (recordando, do exercicio
anterior, que inf A = —sup(—A4)).

Este principio é equivalente a uma propriedade enunciada (mas ndo demonstrada) no ensino
secundério: Toda a sucessdo mondtona limitada € convergente. De facto, se uma sucessao (uy,) for
crescente (i.e. u, < u,41 para todo on), entao o seu limite é o supremo do conjunto formado pelos
seus termos, i.e., sup{u, : n € N}; se a sucessdo for decrescente, devemos tomar o infimo. Veremos
mais tarde, no ultimo capitulo destes apontamentos, os detalhes da prova desta propriedade.

Temos a seguinte caracterizagao do supremo e infimo de um conjunto, que em muitas situagoes
é util. Elas traduzem o facto do supremo de um conjunto ser a melhor aproximacao deste por
excesso, enquanto o infimo é a melhor aproximacao por defeito.
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Proposicao 1.9

(1) s=sup A & s é majorante e |s — ¢, 5] N A # ), para qualquer € > 0,
(2) a=inf A < a é minorante e [a,a + [N A # () para qualquer € > 0.

Demonstracdo. Faremos apenas a prova para o supremo; a prova para o infimo segue da do
supremo e do Exercicio 1.1 [porqué?].

Se s = sup A entao (por defini¢do de supremo) s é majorante de A, isto é, < s, para qualquer
x € A. Dado € > 0, para ver que |s —e, s]N A # (), notamos que, se nao fosse esse o caso, terfamos
r < s—¢g, para qualquer x € A. Assim, o nimero s — ¢ seria majorante de A, o que é impossivel,
dado que s — e < s e s é 0 menor dos majorantes.

Reciprocamente, suponhamos que s é majorante e que, para qualquer € > 0, ]s —¢,s| N A # ().
Vamos ver que s é necessariamente o menor dos majorantes: se t € R é tal que t < s, entao
Js — 25t s|NA# 0. Comot < =t existe x € Atal quet <z <s. Logot <z € Aetnioé
majorante de A. O

1.2 Médulo. Recordemos:

Definicao 1.10

O mddulo ou valor absoluto de um nimero real z € R é definido por

2] T, se x > 0;
€Tl =
-z, sex <O0.

20

0.5

F1GUra 2. O gréfico da funcdo f(z) = |z|.

Na interpretagdo geométrica dos nimeros reais, |z| representa a distancia de = & origem
da reta numérica. Assim, |z — y| representa a distancia de z a y.

F1Gcura 3. O conjunto dos pontos cuja distancia a © = 1/4 é menor ou igual a 1.
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A prova das seguintes propriedades deve ser feita como exercicio.

|x + y| < lz| + |y|. (deblgualdade triangular)

(1)
(2)
(3) oyl = lallyl, fof? = [o?| = 22
(4)
(5) 22 < a® & |z| < |al.

v

Para resolver inequagoes com médulos, é 1til pensar no médulo como distancia: por exemplo,
a inequagdo |x| < 2 tem como conjunto solucao todos os pontos z € R que estdo a uma distancia
de 0 inferior a 2, ou seja, o intervalo | — 2, 2].

Em geral: se R > 0,
z2] < Rex>-RAz<R& -R<zxz<R
|z > R< x< —-RVz>R.

Mais geralmente, com expressoes algébricas tem-se:

[f(@)] <g(z) <= —g(z) < f(x) <g(z) < flx) > —g(z) N f(z) <g(2);
[f(2)] > g(z) <= f(z) <—g(z) V

8

7

Exemplo 1.11

(1) z—1<i = —-1<2-1<} <= l<2<? <= z€)3, 3
(2) 2243|>1 <= 22 +3>1V2r+3< -1 < z>-1Va< -2 < z¢€
] — o0, —2[U] = 1, 400].
(3) |l —2| < |z+1| <= =z €]}, +o0[ dado que o conjunto solugdo corresponde aos
pontos cuja distancia a 2 é inferior ou igual & distancia a —1.
OU |z—2| < |a+1| <= —|z+1| <2-2< |z4]] <= 2> 1 <= =z €]5,+o0|.

(4) T4l a<a<an £ —1.
X xr —
|z + 1
|z —1]—1
() o 20ea<-1V0<e<ive 2
por

Usaremos nalgumas situagoes a seguinte notagao:

Definicao 1.12

Define-se vizinhanc¢a de centro a e raio R > 0,
Vr(a)={x €R : |z —a|< R} =]a—R,a+ R]

como os conjunto dos pontos cuja distancia a a é inferior a R.

Por exemplo, V1(0) =] — 1,1, Vou(=1) =] - 0.9, 1.1[, V1 (1) =3, 5.

Se estivermos a aproximar um nimero a por = entdo podemos encarar |z — a| também como
o erro absoluto cometido na aproximacdo. Ao fazermos |r — a| < €; estamos a admitir uma
margem de erro de, no maximo, ¢ (¢ - epsilon, letra grega correspondente ao e latino, designard
habitualmente uma quantidade ’pequena’) . Por exemplo, para aproximarmos m com erro no
méaximo de 1072 queremos z tal que |x — 7| < 1072, podemos fazer x = 3,14 (por defeito) ou
x = 3,15 (por excesso) ou x = 3,1425 (ou...)
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1.3 Método de Indugao. Suponhamos que se pretende mostrar a seguinte férmula para a soma
dos primeiros n 4+ 1 nimeros fmpares:
(2) Para todo on € N, tem-se 1 +3+ ...+ (2n — 1) = n?.

Observe-se que pretendemos demonstrar tantas proposigdes quantos nimeros naturais (ou seja,
infinitas proposicoes): se P(n) for a afirmacdo 1+ 3+ ...+ (2n — 1) = n?, pretendemos ver que:

P(1) é verdadeira (o que estd correto: 1 = 1?)
P(2) é verdadeira (1 + 3 = 2%, correto)
P(3) é verdadeira (1 + 3 + 5 = 32, correto)

Claramente nao podemos experimentar todos os nimeros naturais, nem pedir a um computador
que o faga. E entao 1til, em muitas situagdes praticas, o seguinte método de demonstracao:

Método de Inducao Matemdtica. Seja P(n) uma proposigao para cada n € N. Supo-
nhamos que:

(a) P(1) é verdadeira; e

(b) sempre que P(n) é verdadeira para algum n, entdo P(n+ 1) também é verdadeira.
Entéo conclui-se que P(n) é verdadeira para todo o n € N.

Demonstragao. Vejamos porque funciona o método: seja A = {n € N : P(n) é verdadeira};
pretendemos ver que A = N. Ora 1 € A. Se existir £ ¢ A (k > 1), entdo por (b) e como P(1)
é verdadeira, temos que P(2) é verdadeira; novamente por (b), segue-se que P(3) é verdadeira;
repetindo este passo um ndmero finito de vezes, obtemos que P(k) é verdadeira, ou seja k € A, o
que é uma contradicao. O

A “P(1) verdadeira” chamamos a base de indug¢do. Para provar a segunda parte, assumimos que
P(n) é verdadeira para dado n fixo - a esta hip6tese chamamos hipdtese de indug¢ao - e provamos
que nesse caso também serd verdadeira para n + 1, a chamada Tese.

Talvez seja 1til comparar o método de indugao com uma fila de pecas de dominds em queda:

imaginemos uma fila de pegas de dominé, em que:

e damos um empurrao a 1* pega da fila, para que tombe para a frente;

e sempre que uma peca tomba, a seguinte também tomba.
O resultado disto é que toda a fila de pecas cai. Nesta analogia, uma peca tombar no lugar n faz
o papel de P(n) ser verdadeira. Outro exemplo ilustrativo: se encontrarmos uma lampada mégica
e de 14 sair um génio, caso lhe pecamos “se estiver vivo num dia, estarei vivo no seguinte”, entao
teremos a vida eterna assegurada (o P(1) serd estarmos vivo aquando do pedido; a parte (b) do
método corresponde ao nosso pedido).

Depois destas consideracoes que pretendem tornar mais natural o método, apliquemo-lo de
forma mais séria para demonstrar (2), mostrando também outros exemplos.

Exemplo 1.13

Mostrar que, para qualquer n € N,
1+3+..+(2n—1)=n>%
Se P(n) representa a igualdade acima, temos:
e P(1) é verdadeira: 1 =12,



https://youtu.be/y4VJssQv_Qw?t=35
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e P(n) = P(n+1): assumindo, por hipdtese de indugao (HI), que para dado n (fixo)
se tem
1+3+..+2n—1)=n?
queremos provar que
1+3+..+2n—1)+2n+1)-1)=(n+1)%
Mas por HI, temos
1434+ .. +2n—-1)+2n+1) -1 =n>+2n+1) -1)=n*+2n+1=(n+1)2

n?2

como queriamos mostrar.

\. J

Exemplo 1.14: Soma dos n primeiros naturais

Consideremos a seguinte proposicao, que queremos mostrar verdadeira para qualquer n €
N:

n(n+1) ‘

P(n) = é vélida a seguinte férmula: 1 +2+---4+n = 5

Pelo Método de Inducao Matematica, a prova faz-se em dois passos.
e P(1): Mostrar que a férmula dada é vélida quando n =1, i.e. que

ERIER)
==
0 que é claramente verdade.

e P(n) = P(n+1): Assumindo como verdadeira a hipdtese P(n), i.e.
n(n+1)
2
hd que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.
(n+1)((n+1)+1)
2

Isto pode ser feito da seguinte forma:
1+24---+(n+1)=14+2+---+n)+(n+1)
n(n+1)

== +(n+1) (pela hipdtese P(n))

_ (n+1)(n+2)
=

Exemplo 1.15

Provar que 2" > n + 1 para qualquer n € N.
e P(1) é verdadeira, j& que 2! > 2.
e P(n) = P(n+1): assumindo, por hipétese de indugdo (HI), que para dado n (fixo)
se tem 2" > n + 1 queremos provar que 2"t > n + 2. Entdo, da HI,
2"l —2.9" >2(n4+1)=2n+2>n+2

ja que n > 0. Por transitividade, 2! > n + 2, como querfamos mostrar.

142+---+n= , para um determinado n € N,

142+ +(n+1) =

, para o mesmo determinado n € N.

Exercicio 1.2. Para a > 0 fixo, temos a desigualdade de Bernoulli:
(1+a)">1+na,

para qualquer n € N. Mostre esta desigualdade recorrendo ao método de indugao.
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Exemplo 1.16

Provar que 4™ — 1 é multiplo de 3, para qualquer n € N.
e P(1) é verdadeira, j& que 4! — 1 = 3 é multiplo de 3.
e P(n) = P(n+ 1): assumindo, por hipétese de indugdo, que para dado n (fixo)
4™ — 1 é multiplo de 3, temos
4t 1 =(143)4"—1=3-4"+ (4" - 1)

é multiplo de 3

Nota 1.3. (a) Provar que P(n) = P(n + 1) para todo n € N nao é suficiente! Por exemplo, seja
P(n) a afirmagdo sen(2nm) = 2, n € N, que é obviamente falsa, para qualquer n. Mas é facil ver
que P(n) = P(n+ 1), j& que para qualquer n € N,

sen(2(n + 1)7) = sen(2nm).

(b) Se quisermos provar uma determinada proposi¢do apenas para m > ng, COMECAMOS POT
verificar P(ng) e provamos P(n) = P(n + 1) como antes (é suficiente ver para n > ng).

(¢) O método de indugdo é particularmente 1til quando os termos envolvidos estdo definidos
por recorréncia. Por ex. r™, n! podem definir-se como

11 =1, rt=r,
(n+D!'=(Mm+1n!, neN, rtl=pr.rm pnel.

Exemplo 1.17: Progressao Geométrica

Imaginem que estao 10 pessoas numa sala, e a cada hora que passa o nimero de pessoas
duplica. Se z,, designar o nimero de pessoas passadas n horas, temos uma sucessao definida

por recorréncia:
o = 10,
T+l = 2Zn, n>0.

Calculando alguns valores conjecturamos que x,, = 10-2"™, n € N. Para mostrar que a nossa
conjectura é verdadeira, usamos o método de indugdo. Seja P(n) a afirmagio “z,, = 10-2"”.
Entao:

e P(0) é verdadeira: x(0) = 10.
e P(n) = P(n+1): assumindo, por hipdtese de indugao (HI), que para dado n (fixo)
se tem z,, = 10 - 2", entao
Tpy1 =2x, =2-10-2" =10-2""!
logo P(n + 1) também é verdadeira.
Conclui-se pelo método de inducdo que P(n) é verdadeira para qualquer n € N.

Exercicio 1.4. Mostrar que n! > 2", para n > 4. (Nota: Reparem que P(n) = P(n + 1)
é vélido, para qualquer n € N, n > 1, mas P(n) é falso para n = 1,2,3, verdadeiro para
n=4.)

1.4 Somatdrios. Podemos escrever as somas que surgem nos Exemplo 1.13 e Exemplo 1.14 de
forma mais abreviada usando somatorios, que serao usados ao longo do curso.
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Dada uma sucessao de niimeros reais a1, as, ..., ay, ..., tem-se:

n
Zak:al—i—...—i—an
k=1

(1e-se: “somatério de 1 até n de ai”) ou, por recorréncia:
n+1

1 n
E ar = a1, Zak: Zak + any1-
k=1 k=1 k=1

Assim, no Exemplo 1.13, a igualdade ai demonstrada escreve-se:

n

Z(Qk —1) =n?%

k=1

no Exemplo 1.14,

Xn: b n(n+1) '
2
k=1
O sfmbolo Y é um sigma grego maitdsculo, que corresponde ao S do alfabeto latino.

Nota 1.5. O indice k do somatério é um indice mudo, desempenhando um papel muito auxiliar.
Uma mesma soma pode aparecer na notagao de somatério de formas diferentes. Por exemplo:

n n n
E ak:E al-:E a; =a1+...+an.
k=1 i=1 j=1

Os extremos inferiores e superiores num somatério podem ser qualquer niimero. Por exemplo

100 n—1 n+1
DR =34 +100% Y (k+2)=> k=3+...+n+1.
k=3 k=1 k=3

Exemplo 1.18

Temos 0.333 = Y7_, 27,

O.(3)sup{213m : nGN}.

i=1

Proposicao 1.19: Propriedades do somatdrio

Se ax, by € R, k=1,...,n entao:
n

(1) Z(ak +b) = Z a + Z by (propriedade aditiva);

k=1 k=1 k=1
n n

(2) Z(c ay) = CZ ay, para qualquer constante ¢ € R (homogeneidade);

k=1 k=1
n

(3) Z(ak — ag+1) = a1 — an4+1 (propriedade telescépica).

k=1
n p+n

(4) Z ap = Z ai—p para qualquer p € N.
k=1 k=p+1

7

Estas propriedades podem ser demonstradas usando o método de indugao. Exemplificamos com
a propriedade telescépica:
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P(1): temos Z)lg=1(ak —ag41) = a1 — as.
P(n) = P(n+1):

n

(ak — aps1) = E (ak — Qk41) + Qg1 — Qg2 = Q1 — Qg1 + Qg1 — Gpy2 = A1 — Gpg2.
1 k=1

Exemplo 1.20: Soma dos termos de uma progressao geométrica

Vamos neste exemplo mostrar que, para qualquer » € R com r # 1 e qualquer n € Ny =
NuU {0},

3
£

£
Il

n
1 —pntl
3 P
(3) dort=——
k=0
{_pntl

(ouseja, que 1+r+... 47" = para todo o n > 0.) Usaremos o Método de Indugao

comecando em n = 0.

1—r
e P(0): Mostrar que a férmula (3) é valida quando n =0, i.e. que

0 11
>t =T

k=0

o que é claramente verdade (ambos os termos sao iguais a 1).
Nota: por definicdo r° = 1.
e P(n) = P(n+1): Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.
- 1 —pntl
Zrk =, para qualquer 1 # r € R e um determinado n € Ng,
—r
k=0

h4 que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

n+1 1— ’I“n+2
Z k= T para qualquer 1 # r € R e o mesmo determinado n € Ny .
k=0
Isto pode ser feito da seguinte forma:

n+1 n
Z rk = Zrk + pntt (por def. de somatério)
k=0 k=0

1— rn+1

=+ pt (pela hipétese P(n))
1— ,rn—&-l + ,rn+1 _ Tn+2 1— Tn+2
1—r o 1l-r |

Material extra para uma melhor compreensao da distribuicao dos racionais e irraci-
onais em R.

Note-se desde ja que, da definicao do conjunto R e da caracterizagao de Q como o conjunto das
dizimas finitas e periddicas, se vé imediatamente que:

Proposicao 1.21

Sejam a < b dois ntimeros reais. Entao existem z € Q e y € R\ Q tais que x,y €]a, b].

Demonstra¢do. Suponhamos que 0 < a < b (0s outros casos casos demonstram-se de forma seme-
lhante), com

a = 0,102 ...0p, ... e b:ﬁo,ﬂlﬂz...ﬂn...
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Uma vez que a é menor que b, é possivel tomar o primeiro inteiro m tal que a,,, < B,- Sejan > m
um inteiro em que a,, # 9; entao o niimero

C= o, Q1 ... Qppennn.. (, +1)0...0...

¢ um racional que pertence ao intervalo |a, b].

A construcdo de um irracional é deixada como exercicio. Sugere-se comecar por exemplos
especificos: tomando por exemplo os conjuntos ]0.12123123412345...0.122122122. .. € ]0.(3), 1],
determinando explicitamente irracionais nestes conjuntos). O

Daqui segue imediatamente que:

e Entre quaisquer dois numeros reais ha infinitos numeros racionais e infinitos
numeros irracionais.

e Qualquer nimero real pode ser aproximado com erro arbitrariamente pequeno por
racionais (e por irracionais também...).

(justifique; se necessdrio, comece por pensar em casos concretos).

Material extra: construgao axiomatica dos niimeros reais

O que vimos atras foi uma construcao, por etapas, dos nimeros reais: comegou-se por definir
N, com isto definiu-se Z, Q e por fim R. Note-se no entanto que na passagem de Q para R néo
demos todos os detalhes; é de facto um pormenor delicado a forma como se pode introduzir o que é
verdadeiramente um ntumero real. H4 muitas formas de o fazer e, ao longo da histdria, tem havido
vérias propostas para todos os gostos, todas equivalentes (os mais interessados podem consultar
esta pdgina e/ou conversar com o professor).

Como material extra, recomendamos a leitura do método axiomatico como forma de introduzir
os numeros reais, onde se segue o caminho oposto ao que seguimos nas aulas: comega-se por
definir R como um conjunto onde ha duas operagoes, + e -, que verificam um certo nimero de
propriedades. Depois disso (e apenas depois) define-se N, Z e Q. Ea construgao seguida pela
maior parte dos livros por ser sucinta e eficaz. Para ver todos os detalhes desta abordagem,
recomendamos a leitura do primeiro capitulo dos apontamentos disponiveis online aqui); para
uma versdo resumida, recomendamos a leitura do Guia das Aulas Tedricas 1-6 neste link (da
autoria do Prof. Jodo Teixeira Pinto).


https://en.wikipedia.org/wiki/Construction_of_the_real_numbers
https://dspace.ist.utl.pt/bitstream/2295/383765/1/CDI_FolhasMA_V0902.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/disciplinas/CDI141511132646/2020-2021/2-semestre/aulas-teoricas
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2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Contetudo

2.1 Classes de fungoes elementares 16
Func¢ao composta 19
Funcoes Injectivas e suas Inversas 20
Funcao de Heaviside e Funcao de Dirichlet 23
Limite de uma func¢do num ponto 24
Exemplos 25
Propriedades do Limite de Fungoes num Ponto 27
Principio do Encaixe ou da Fungao Enquadrada 29
Limite de Fungoes Compostas 30
Limites Relativos e Laterais 31
Recta Acabada e Indeterminagoes 32
Limites na recta acabada 32
Operagoes algébricas na reta acabada e resultados sobre limites 33
Continuidade de Funcgoes Reais de Variavel Real 35
Continuidade Lateral 36
Exemplos de Fungoes continuas 37
Algumas Propriedades Locais das Fungoes Continuas 38
Propriedades Globais das Fungoes Continuas 38
Exemplos de Aplicagoes dos Teoremas Globais 40
Material Extra: Contradominios de fungoes continuas em intervalos e continuidade da

funcédo inversa 42
Material Extra: Equivaléncia entre as definigoes de limite segundo Heine e segundo Cauchy. 43

Vamos agora estudar funcoes definidas em subconjuntos de R com valores em R, i.e.

f:DCR—=R
xeD— f(z).
O conjunto D C R onde a funcao f estd definida é designado por dominio de f. O contradominio
de f é o conjunto
f(D)={yeR: y= f(x) para algum = € D} .

Uma fungdo f diz-se majorada (respectivamente minorada) se existir M € R (respet., m € R)
tal que f(x) < M (respet., f(z) > m) para todo o x € D. Uma funcao que é simultaneamente
majorada e minorada diz-se limitada. Note-se (fazendo a ligacdo & Defini¢do Defini¢do 1.2 do
capitulo anterior), que isto corresponde a dizer que o conjunto f(D) é majorado, minorado ou

limitado, respetivamente.
O grdfico de uma funcao f é o subconjunto do plano R? definido por

grafico de f = {(z,y) €eR? : reDey=f(z)}.

E muitas vezes til esbogar este conjunto (ja o fizemos na verdade para a fungdo médulo). No
entanto, isto nem sempre é facil ou mesmo possivel (veja-se o Exemplo 2.23 & frente).
Uma funcao f com dominio D C R diz-se
par se f(z) = f(—x), Vz € D,
impar se f(z) =—f(—z), Yz e D,
crescente se (r1 < x2 = f(x1) < f(x2)) , V1,22 € D,
e decrescente se (x1 < xo = f(x1) > f(x2)) , V1,20 € D.

Usamos a terminologia estritamente crescente e estritamente decrescente quando a tultima desi-
gualdade das duas linhas anteriores é estrita.
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Uma funcao f com dominio D C R diz-se
periddica com periodo T > 0se f(x+T) = f(z), Ve €D.

Recorde-se que uma funcao é par se a sua representagao grafica for simétrica em relacao ao eixo
Oy; impar se for simétrica em relagdo a origem; periddica de periodo T se o gréfico permanecer
invariante apés uma translagéo horizontal segundo o vetor (7,0).

2.1 Classes de fungoes elementares. Recordemos alguns exemplos de fungoes elementares ja
vossas conhecidas.

Exemplo 2.1. Fung¢des polinomiais sao fungoes com expressao analitica dada por um polinémio,
i.e., fungoes da forma

n
f(x) =co+crx+cox® + -+ = E cpz® | com ¢, ..., cn €R.
k=0

O dominio de qualquer uma destas funcoes é D = R.

FiGurA 4. Gréfico das fungdes polinomiais f, g : R — R definidas por f(z) =z
e g(x) = 2. A primeira é impar, a segunda par.

Veremos que, quando uma fung¢ao polinomial tem grau impar, o seu contradominio é todo o
R, enquanto quando uma fungao polinomial tem grau par o seu contradominio é um intervalo
da forma [m,+oo[ ou |—oo, M|, com m, M € R. A Figura 4 mostra o grafico de duas fungoes
polinomiais.

Exemplo 2.2. Fungoes racionais sao fungoes com expressao analitica dada pelo quociente de dois
polinémios, i.e., funcoes da forma

= —= com p e ¢ polinémios.
q(x)

Estas fungbes nao estao definidas nos pontos em que o denominador se anula, pelo que o seu
dominio é dado por D = {x € R : ¢(x) # 0}.

Um exemplo simples é a fungao definida por f(xz) = 1/z, cujo gréfico estd representado na
Figura 5.

Tanto o seu dominio como contradominio sdo R \ {0}. Esta fungéo é impar, decrescente em
]—00,0[ e em ]0, +00[ (mas ndo em todo o seu dominio R\ {0}).

f@) p(x)
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FIGURA 5. Gréfico da fungao racional f : R\ {0} — R definida por f(z) = 1/z.
Recorde-se que o seu grafico é uma hipérbole com assintotas nos eixos y = 0 e
xz=0.

Exemplo 2.3. A funcdo exponencial,® f(z) = e®, possui dominio D = R e contradominio f(R) =
R™, portanto é uma funciao minorada mas nao majorada. E, também, estritamente crescente. O
seu grafico estd representado na Figura 6 (juntamente com o grafico da fungao logaritmo de base
e, de que falaremos a frente).

3

-3 -1 3
-1
-3

F1cURA 6. Grafico da fungao exponencial e da fungao logaritmo.

Algumas propriedades fundamentais da fungao exponencial que devem recordar sao as seguintes:
(i) e =1;
(ii) e¥-e¥ =Y, Va,y € R;

(iii) (e*)¥ =e*¥, Va,y € R.

Exemplo 2.4. As fungoes trigonométricas seno e cosseno sao fungoes cujo o dominio é todo o R.
Os seus graficos estao representados na Figura 7.

Qualquer uma destas fungdes tem por contradominio o intervalo [—1, 1], sendo portanto fungoes
limitadas. A funcéo seno é impar e periddica de periodo 27, i.e.

sen(z) = —sen(—z) e sen(x+27) =sen(z), Vo € R.

2Recorde-se uma das formas de definir esta fungio. Em primeiro lugar, e = lim, (1 + 1/n)™ > 1 é o nimero
de Neper. Para um racional da forma p/q, eP/4 ¢ definido como sendo {lﬂep). Isto permite definir explicitamente
a funcdo exponencial (estritamente crescente) nos racionais. A forma de estender o dominio da exponencial ao
conjunto R é a seguinte: dado um z € R, o conjunto {ep/q :p/q € Q, p/qg < x} é majorado e ndo vazio, logo tem
supremo. Assim, para um real z € R, define-se: e* = sup{e?/9 : p/q € Q, p/q < z}.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Hip%C3%A9rbole

18 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

e
NP

FiGURA 7. Gréfico das fungoes trigonométricas seno e cosseno.

A funcao cosseno é par e também periédica de periodo 27, i.e.

cos(x) = cos(—x) e cos(x+2m) =cos(x), Vr eR.
As fungbes seno e cosseno satisfazem a seguinte relagdo fundamental:
(4) cos?(x) +sen’(z) =1, Vr € R.

Dito de outra forma, dado ¢t € R, o ponto (cos(t),sent) pertence a uma circunferéncia de centro 0
e de raio 1.

Exemplo 2.5. As fungoes trigonométricas tangente e cotangente sao definidas a partir das fungoes
Seno e cosseno:
sen(x) 1 cos(z)

(5) tan(z) = cos(z) e cot(z) = tan(z) - sen(z)

O dominio da fungéo tangente é o subconjunto de R definido por
Dian ={z €R : cos(z) A0} ={x R : x;«ékw—&—gcomkEZ}.

O seu contradominio é R e o seu grafico estéd representado na Figura 8. A funcdo tangente é impar
e periédica de periodo m, i.e.

tan(r) = —tan(—z) e tan(z+m) =tan(z), Vo € Dian -

FicUrA 8. Gréfico da fungao trigonométrica tangente.

O dominio da fungao cotangente é o subconjunto de R definido por
Deot ={z€R : sen(z) #0} ={z€R: x#krcomkeZ}.

O seu contradominio é R e a representacao do seu grafico fica como exercicio. A fungao cotangente
também é impar e periddica de periodo 7, i.e.

cot(x) = —cot(—z) e cot(x +m) =cot(r), V& € Deot -
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A partir da identidade trigonométrica (4), obtém-se também as identidades
1 1
cos?(z)’ sen?(z)’

definidas respetivamente em Dy € Deot-

1+ tan®(z) = e 14 cot’(z) =

Exemplo 2.6. As fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbolico sao definidas a partir da fungao
exponencial:

et —e " et fe®
(6) senh(z) = —g cosh(z) = —
O dominio das fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbédlico é todo o R. Os seus graficos estao
representados na Figura 9.

FicurA 9. Gréfico das fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico.

A funcao seno hiperbdlico é impar e tem por contradominio R. A func¢ao cosseno hiperbdlico é
par e tem por contradominio o intervalo [1, +oo|. Estas duas fungdes satisfazem a seguinte relagao
fundamental:

(7) cosh?(z) —senh?(z) =1, Yz € R.

Assim, dado t € R, o ponto (cosh(t),senh(t)) pertence & hipérbole 22 — 32 = 1; este facto estd na
origem do nome das fungoes senh e cosh.

Funcao composta. Uma forma de produzir novas fungoes a partir de fungoes conhecidas é com-
pondo fungoes.

Definicao 2.7. Sejam f: Dy CR =+ Reg: Dy CR — R duas funcoes reais de varidvel real. A
fungao composta (f o g) é definida por

(fog):Dfog — R
def

= (fog)(x) = flg(x)),
onde Doy ={z €R: 2€ D, e g(z) € Ds}.

Temos assim que

Dy>Djoy % 9(Djog) C© Dy L5 (D) D (fog)(Droy)
r —  glx) =y —  fly) = [flg(x))

i.e., a funcao composta f o g corresponde a aplicar primeiro a funcao g e de seguida a fungao f.
Exemplo 2.8. Consideremos as fungoes g : R\ {0} = R e f: R — R definidas por
1
g(z)=— e fy) =sen(y).
Temos entao que (fog): Doy =R\ {0} = R é dada por
(fog)(x) = flg(x)) = f(1/z) = sen(1/x).

O seu grafico estd representado na Figura 10.
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F1GUura 10. Gréfico da func¢do f: R\ {0} — R definida por f(z) = sen(1/z).

Funcoes Injectivas e suas Inversas.

Definicao 2.9. Uma fungao f : D C R — R diz-se injectiva se, para qualquer valor do contra-
dominio y € f(D), existir um sé ponto do dominio = € D tal que f(z) = y. De forma equivalente,
f é injectiva se

f(x1) = f(w2) = x1 =22, Vo, 22 € D.

Exercicio 2.10. Mostre que qualquer funcao estritamente mondtona € injectiva.

Nota 2.11. H& fungoes injectivas que ndo sdo estritamente monodtonas, e mesmo uma fungao
injectiva e continua pode nao ser estritamente monétona (deem um exemplo!). Apés estudarmos as
propriedades globais de fungdes continuas (préximo capitulo) poderemos mostrar que, no entanto,
toda a funcéo f: I — R continua e injectiva num intervalo I é monétona e f(I) é um intervalo.

Defini¢ao 2.12. Seja f : Dy C R — f(Dy) C R uma funcéo injectiva. A sua funcéo inversa é
definida como a fungao

frif(Dy))cR— Dy CR
yr— [ y) ==,
onde = € Dy ¢é o tnico ponto do dominio de f tal que f(z) =y.

Notem que D1 def f(Dy). Temos assim que

p; L f(Dy) = Dy LA f~Y(Dy) = Dy
r o— flx) =y — [y = =z

e portanto

U f@)=a,YeeDy=f"1(Ds1) e f(f'(y) =y, VyeDpr=f(Dy).
Notem que existe uma relagdo muito simples entre o grafico de uma funcéo f e o grafico da sua
inversa f~!: se (x, f(x)) é um ponto do grafico de f entdo (f(x),z) é um ponto do grafico de f~1.
Isto quer dizer que os graficos de f e de f~! sdo simétricos em relacio & recta diagonal y = z,
como se ilustra nos exemplos seguintes.

Exemplo 2.13. A funcio polinomial p : R — R definida por p(z) = 22, Va € R, ndo é injectiva
em todo o seu dominio R porque

p(z) = 2% = (—2)* = p(—2), Vz € R.
No entanto, como a sua restri¢ao ao intervalo [0, +00[ é estritamente crescente, temos que a fungao
f=ppgy :R§ — p(Rf) =Ry
x — z?
é injectiva. Tem assim a inversa f~! definida em Rar , que é naturalmente a fungao raiz quadrada:
TR — RY

x— T
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Os graficos destas duas funcoes estao representados na Figura 11.

FIGURA 11. Gréfico da funcdo f : Rf — R definida por f(z) = 22, e da sua
inversa f~!: R — Ry definida por f~1(z) = /7.

Exemplo 2.14. A funcio polinomial f : R — R definida por f(z) = 2, Vo € R, é estritamente
crescente em todo o seu domfnio R e o seu contradominio é¢ f(R) = R. Tem assim inversa f~*
definida em todo o R, que é naturalmente a funcao raiz cubica:

ff1:R—R

Os graficos destas duas fungoes estao representados na Figura 12.

[N

-2

FIGURA 12. Gréfico da fun¢do f : R — R definida por f(z) = 23, e da sua inversa
f7': R — R definida por f~'(z) = ¥z.

Exemplo 2.15. Os Exemplos 2.13 e 2.14 podem ser generalizados da seguinte forma. Dadon € N,
temos que a funcao polinomial

O ,
f(2) = 2" 6 injectiva em {[ +od[, sen é par,

, se n é impar,

pelo que a fungao inversa

f([0,4+00]) =[0,400[, sen épar,

-1 n ..
z) = /z tem dominio
[oe) = e {f(R):]R, se n é impar.
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Exemplo 2.16. A funcdo exponencial é estritamente crescente em R, logo invertivel. A sua
inversa chamamos logaritmo (de base ¢), g(x) = Inx, que tem dominio R* e contradominio R. A
funcao logaritmo nao é nem majorada nem minorada, e o seu grafico encontra-se na Figura 6. Por
definigao de inversa, vale:

e = Vo >0, In(e®”) =2 Vo e R;
Além disso, das propriedades vistas para a exponencial,
(i) In(1) =0;
(i) In(a-b) =In(a) +In(b), Va,b € RT;
(iii) In(a®) =b-In(a), Va € RT,b € R.
(iv) a® =e*"% e log,(r) = (Inx)/(Ina), Va € RT.

1
Exemplo 2.17. Sejam f(z) = —. g(x) = /x e h(z) = 2z + 1. Tem-se
x

fof(x)=xz, gog(x)=+x, hoh=d4x+3,
hog(x) =2z +1, goh(x) =+v2x+1,
Dy =R\ {0}, Dy =R}, D, =R. Dpoy = RE = Dy (porque Dy, = R), Dyop, = {z : 20+ 1 €
R{} = [~1/2,+0c0]. Note-se que, em geral, a composi¢do nio é uma operacio comutativa: vimos
neste exemplo um caso em que ho g # goh.

Exercicio 2.18. Mostre que o domifnio de f(z) =In(4 — z?) é Dy =] — 2,2[.

Exemplo 2.19. A fungdes trigonométricas seno e cosseno, apresentadas no Exemplo 2.4, sdo
periédicas pelo que ndo sdo injectivas em todo o seu dominio. De facto, para cada valor y do
seu contradominio [—1,1] hd uma infinidade de pontos do dominio R que lhe correspondem. Por
exemplo,

sen(km) = 0 = cos(km + g) ,VkeZ.

Assim, e para que possamos definir as fungoes inversas destas fungoes trigonométricas, temos de
restringir os seus dominios a intervalos onde sejam injectivas.

No caso da fungao seno, consideramos a sua restrigdo ao intervalo [—7/2,7/2]. A fun¢ao seno é
estritamente crescente neste intervalo, logo injectiva, e sen ([—7/2,7/2]) = [-1,1]. A sua inversa
neste intervalo é a chamada fungao arco seno:

sen”! = arcsen : [~1,1] — [~7/2,7/2]

x — arcsen(z)
Note-se que arcsen(v/2/2) = 7/4 (uma vez que sen(r/4) = V/2/2 e 7/4 € [-7/2,7/2]) e arcsen(—+/3/2) =
—m/3 (uma vez que sen(—7/3) = —/3/2 e —1/3 € [-7/2,7/2]).
O gréfico da fungdo arcsen estd representado na Figura 13. Mostre que sen(arcsenx) = z e

cos(arcsenz) = /1 — 22 para qualquer z € [—1, 1]. Por outro lado, verifique que arcsen(senz) = x
6 é vélida se x € [—7/2,7/2] (porqué?).

Exercicio 2.20. Verifique que a restrigio da fungdo cosseno ao intervalo [0, 7] é estritamente

decrescente, logo injectiva, e que cos ([0,7]) = [—1,1]. A sua inversa neste intervalo é a chamada
funcio arco cosseno, cos™! = arccos : [—1,1] — [0, 7]. Esboce o seu gréfico.
Note-se que arccos(—1) = 7 (jd que cos(m) = —lew € [0,7]), arccos(1/2) = w/3 e arccos(cos(—7/3)) =

/3. Mostre que

sen(arccosz) = \/1 — a2, cos(arccosz) = x

Quando é que se pode garantir que arccos(cosz) = z?

Exemplo 2.21. A funcdo trigonométrica tangente, apresentada no Exemplo 2.5, também é
periddica pelo que nado é injectiva em todo o seu dominio. A sua restri¢ao ao intervalo |—m/2, 7 /2]
é estritamente crescente, logo injectiva, e tan (|—7/2,7/2[) = R. A sua inversa neste intervalo é a
chamada fungao arco tangente:

1

tan™" = arctan : R — |—7/2,7/2|
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F1curaA 13. Grafico da fungao trigonométrica inversa arco seno.

2 — arctan(z)

O seu gréfico estd representado na Figura 14. Note-se que arctan(1) = 7 /4, arctan(—1) = —7 /4,

FiguraA 14. Gréfico da fungao trigonométrica inversa arco tangente.

arctan(v/3) = /3 (porqué?).

Funcao de Heaviside e Funcao de Dirichlet. Antes de prosseguirmos, vale a pena notar
que uma fungao nao € necessariamente definida por uma expressao algébrica. Na realidade, uma
funcao f : D — R é apenas uma regra que a cada numero real z € D atribui um ntmero real
f(x) € R. Os préximos dois exemplos s@o fungoes que ndo sdo definidas por expressoes algébricas.

Exemplo 2.22. Consideremos a chamada func¢do de Heaviside H : R — R, definida por

H(x) 0, sexz<0;
xTr) =
1, sex>0.

O seu gréfico esta representado na Figura 15.

-2 -1 1 2

FicurA 15. Gréfico da fungao de Heaviside.

Esta funcao é limitada, crescente, e o seu contradominio é {0, 1}.
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Exemplo 2.23. Consideremos a chamada func¢do de Dirichlet d : R — R, definida por

)1, sexeQ;
d(x)_{o, sex € R\ Q.

Esta funcgao é limitada e o seu contradominio é {0,1}. Reparem que ndo é possivel esbocar o
grafico desta fungao da forma usual. Notem que o grafico estd sempre bem definido, e que isto
nao deve ser confundido com a questao de esbogar o grafico numa folha de papel ou pedir a um
computador para o fazer.

Limite de uma fungao num ponto. No ensino secundério, a nocao de limite de uma fungao
foi dada da seguinte forma: Dados a,b € R, dizemos que lim,_., f(x) = b quando:

(8)  Sempre que z,, é uma sucessao de termos em Dy tal que x, — a, entao f(z,) — b.

Diz-se que esta é a definicao de limite segundo Heine. Em CDI1 trabalharemos com uma nocao
equivalente, a definicdo de limite segundo Cauchy (a equivaléncia entre as duas definigdes serd
tratada na sec¢do de material extra que se encontra no final deste capitulo). A definigdo que
iremos usar tem a vantagem de nao requerer a nocao de limite de sucessoes, e de estar mais
préxima de outros raciocinios que faremos ao longo da cadeira. De uma forma ou de outra,
note-se que se pode pensar de forma intuitiva que:

) Uma fungdo f tem limite b quando x tende para a, se pudermos fazer f(z) tao préximo
de b quanto quisermos, tomando x suficientemente proximo de a.

Com esta defini¢cdo informal é possivel tratar exemplos simples de fungoes e calcular limites ele-
mentares. No entanto, ela pode dar lugar a alguma confusao quando pretendemos tratar exemplos
mais complicados como, por exemplo, o limite de f(z) = sen(1/z) quando x tende para 0, ou da
funcao de Dirichlet quando x tende para algum a.

Nota 2.24. Desta nocao de limite fica subentendido que é possivel aproximar-me de a por pontos
no dominio de f, o que motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.25. Dada uma funcao f: D C R — R, dizemos que a € R é ponto aderente de D se
qualquer vizinhanga de a tiver pontos de D, ou seja,

V6 >0, DnNa—24, a+d[0.

Exemplo 2.26. Note-se que, se a € D, entao a é aderente a D. Por outro lado, se por exemplo
D =]0, 1] entéo 0 é um ponto aderente.

Daqui em diante, sempre que falarmos de limite de uma fungdo num ponto, assumiremos que o
ponto é aderente ao dominio dessa fungao.

Um problema da “definigdo” (9) estd em ndo ser claro o que se entende por estar prdézimo
de. Repare-se que dizer que f(x) estd préximo de b (respectivamente, x estd préximo de a) deve
significar que | f(x) —b| (resp. |z — al) é pequeno. Assim, podemos refinar a nossa “definigdo” para:

Uma fungao f tem limite b quando x tende para a, se pudermos fazer |f(z) — b|
tao pequeno quanto quisermos, tomando |z — a| suficientemente pequeno.

Mas agora vemos que temos um outro problema: o que é que queremos dizer com os termos
tao pequeno quanto quisermos e suficientemente pequeno? Ao esclarecer o verdadeiro significado
destes termos chegamos a definicdo precisa de limite, que é a seguinte:

Definigao 2.27. Sejam f: D CR — Re a,b € R com a ponto aderente de D. Dizemos que f
tem limite b quando = tende para a se para todo o € > 0 existir § > 0 tal que, para todo o x, se
|z —a| < § entdo |f(x) — b] < e. Em notacdo de quantificadores, podemos escrever esta condi¢ao
na forma:

(10) Ve>030>0: z€DA|lz—a|<d=|f(z)-b <e.
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Recordando a definigao de vizinhanga de um ponto (Defini¢ao 1.12), a proposi¢ao pode escrever-
se da seguinte forma equivalente:

(11) Ve>03>0: z€Vs(a)ND = f(z) € V(b).

Notem que tudo o que fizermos daqui em diante dependera desta definigao! Por isso, memorizem-
na como se fosse a tabuada o mais rapidamente possivel. Esta série de 4 videos da Khan Academy
poderao ajudar na compreensao. E uma boa ideia comecarem por resolver os seguintes exercicios:

Exercicio 2.28. Usando a defini¢do precisa de limite, mostre que:
(i) se f: R — R é uma fungao constante, i.e., para a qual existe ¢ € R com f(z) =c¢, Vz € R,
entao
lim f(z) =limec=c¢c, Va € R.
r—a r—a
(ii) se f: R — R é a fungdo identidade, i.e., f(z) =z, Yz € R, entéo

lim f(z) = limx =a, Ya € R.
r—a r—a

A proposicao que se segue enuncia um critério 1til para o célculo de alguns limites.
Proposicao 2.29. Se existirem m, M € R tais que
|z —al <m=|f(x) — bl < M|z —a

entao

lim f(z)=b.

r—a

Dem. Dado € > 0 arbitrario, seja 6 = min{m, /M }. Entao
€
|z —al <d=|f(x) —bl < M|z —a <M~M =
Exemplos. Apresentamos de seguida alguns exemplos de calculo de limites a partir da definicao.
Mais adiante, veremos alguns resultados que permitem simplificar imenso o célculo de limites e
evitar recorrer a esta definicdo. No entanto, é muito importante prestar atencéo a estes primeiros

exemplos e procurar interiorizar o seu verdadeiro significado.

€. O

Exemplo 2.30. Vejamos que, para qualquer nimero real a > 0 e natural p, se verifica:

lim 2P = a”.
r—a

E um exercicio simples [fagam-no!] mostrar a igualdade:
P

a? — b’ =(a—0) Zap_kbk_l.
k=1
Se |z —a| <1 temos || =]z —a+a| < |z —a|+|a| <a+ 1, e concluimos que:
P
ja? —a?| < |z —al Y [« |a["
k=1
P
<z —d| Z(a +1)P Rkt
k=1

Assim, podemos aplicar o critério da Proposi¢ao 2.29 com m = 1e M = > 7_,(a+ 1)P~Fab~!

para concluir que lim,_,, 2P = aP.

Exemplo 2.31. Uma analise do circulo trigonométrico e a imparidade e paridade das fungoes sen
e cos permitem concluir que, para |z| < 7/2, se tem

|senz| < |z| e |l —cosz|< 2z

(nesta ultima, use o Teorema de Pitdgoras - veja os detalhes nas pdginas 90 e 91 deste livro).
Assim, podemos aplicar o critério da Proposicao 2.29 com m =1e M =1 e vem que

lim senz = 0, lim cosz = 1.
x—0 z—0


https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-limits-new/ab-limits-optional/v/limit-intuition-review
https://ciencias.ulisboa.pt/sites/default/files/fcul/dep/dm/05-MFigueira.pdf
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Exercicio 2.32. Verifique que a funcao f : R — R definida por f(z) = +/|z| nfo satisfaz as
condigoes da Proposigéo 2.29 no ponto a = 0. Use a definigdo para mostrar que lim,_,q+/|z| = 0.

Mais Exemplos:
Exemplo 2.33. Consideremos a fun¢do de Heaviside H : R — R. Vamos ver que:

0, se a < 0;
lim H(z) =<1, se a > 0;
Tr—a - A

nao existe, sea=0.

Suponhamos primeiro que a > 0. E claro que, se tomarmos |z —a| < a, entdo —a < x —a < a e,
em particular, x > 0, logo:
[t —a|<a=|H(@x)-1=]1-1=0
Portanto, dado € > 0 podemos tomar § = a que se verifica:
e —a|l<d=|H(x) -1 <e

ou seja, lim,_,, H(xz) = 1. De forma andloga, mostra-se que se a < 0 entéo lim,_,, H(x) = 0.
Vejamos agora que o lim,_,o H(x) nao existe. Para obter o significado preciso do que significa

nao existir o limite, comegamos por observar o que significa afirmar que uma funcao f nao tem

limite b quando z tende para a. Para isso, basta negarmos a condicdo na definicdo de limite:

existe algum ¢ > 0 tal que para todo o § > 0 existe um x que satisfaz |z —a| < ¢
e|f(x)—bl >e.
Se preferirmos, em notacao de quantificadores:
Je>0Vi>03zeR: |z —a| <IA|f(z)—b] >¢.

Vejamos entao que para qualquer nimero real b a fungao H nao tem limite b quando z tende
para 0. Observe que para qualquer § > 0, se |z| < § entdo temos:
sex<0= H(x)=0= |H(z)-b =1},
sex>0= H(z)=1= |H(z)-b=|1-1
Portanto, basta tomarmos ¢ = 1 max(|b|, |1 — b|) para que se verifique:
Vé>03dx eR: |z —a|<oA|H(z)—b > ¢,
donde o limite nao é b. Como b era um ndmero real qualquer, concluimos que o limite ilg% H(z)
nao existe.

Exercicio 2.34. Considere a fungdo de Dirichlet d : R — R. Mostre que, para qualquer a € R,

lim d(z) néo existe.
r—a

Exemplo 2.35. Consideremos a fungdo f: D =R\ {0} — R definida por

() = sen (i) .

O ponto 0 nao pertence ao dominio da fungéo, mas ainda faz sentido falar em lim,_,osen(1/x)
(cf. Nota 2.24).

Comegamos por observar que sen(5 + 2km) = 1 e que sen(—5 + 2km) = —1, para qualquer
inteiro k € Z. Seja entao x; = . Se b é um numero real qualquer, temos
que:

ﬁexi Z%
|f(af) =bl =11 =0l, |f(z;)—bl=|-1-b=[1+0].

Seja entdo ¢ = fmax(|1 — b|,|1 4+ b]). Dado § > 0, podemos sempre escolher um inteiro k

suficientemente grande de forma que 0 < |xf| < 4, logo:
Vé>03zeD: |zg|<dA|f(x)—b]>e,

donde o limite de f quando z tende para 0 nao é b. Como b era um numero real qualquer,
concluimos que lim,_,q f(x) néo existe.
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Exemplo 2.36. Consideremos a funcao f : D =R\ {0} — R definida por
1
f(x) =x-sen <33> .

O seu grafico esta representado na Figura 16.

FIGURA 16. Gréfico da fungao f: R\ {0} — R definida por f(x) = z - sen(1/x).

Tendo em conta que |sen(y)| <1, Vy € R, temos para todo o € R\ {0} que

x-sen | — || =|z|-|sen | —
x x

Segue-se que dado € > 0 podemos tomar § = € obtendo:
Ve>03>0: |z|<d=|f(z)| <e.

0< < |zl|.

Ou seja, concluimos que:

1
(12) lim z - sen () =0.
z—0 x
Podem encontrar muitos outros exemplos de calculo de limites através da defini¢do no livro de
Spivak (listado na Bibliografia), que vos podem ajudar a interiorizar esta nocao.

Propriedades do Limite de Fungoes num Ponto. Vamos agora estudar algumas propriedades
elementares do limite de funcbes que nos ajudarao no seu calculo, sem termos de recorrer a
definigao.

Teorema 2.37. (Unicidade do Limite) Seja f uma funcdo e suponha-se que lim,_,, f(z) =b e
que lim,_,, f(x) =b'. Entaob=1".

Dem. Comecamos por escrever, usando a defini¢ao de limite:
lim f(z)=b & Ve>036>0: |[z—a|] <d = |f(z)—bl<e,
r—a
’lli_r>nf(x):b' & Ve>030>0: |[v—a|<de=|f(x)—b|<e.

Suponhamos, por absurdo, que b # b’. Entdo vamos tomar ¢ = ‘b;bll e, para os 01 e d2 dados por

estas definigoes, escolhemos § = min(dy, J2). Concluimos que, para todo o z tal que |z — a| < 9,
temos:

|f(z)=bl <en|f(z)=V]|<e.

Segue-se que:
b=V =b— f(z)+ f(z) - V]
<o = f@)]+ |f(x) = V']

<e+e
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=2 =b-V|
uma contradicdo. Assim, necessariamente, b = b'. O

Note que se f e g sao funcoes entao podemos formar as seguintes novas funcoes:

e A funcao f + g, dita a soma de f e g e a fungao diferenca f — g, dita a diferenca de f e g:

(f+9)@) = f() +9(z),  (f—9)x) =fz)—g(2).
e A funcao f - g, dita o produto de f e g:

(f - 9)(x) = f(z)g().

e A funcao g, dita o quociente de f por g:

foy_ I
g() g(z)

Note que o dominio das funcdes soma, diferenga e produto, ¢ a intersecgao Dy N D, dos dominios
das fungoes parcelas. O dominio da fungao quociente g é:
D; ={xz e DyND,:g(x)+#0}.
g
Finalmente, dada uma fun¢ao f e um nimero real ¢ € R podemos considerar a fungao cf definida
por:
(cf)(@) =cflz),
cujo dominio é o mesmo que o dominio de f. Também podemos pensar nesta fungao como o
produto da fungao constante g(x) = ¢ pela fungao f.
Teorema 2.38. (Limite e Operagoes Algébricas) Sejam f e g fungdes tais que
lim f(z) =b e lim g(z) = c.
Entao:
(1) limg—o(f £ g)(z) = limy—q f(2) £ lim, . g(x) = b L c.
(ii) limg—a(f - g)(2) = limyyq f(x) - limgq g(z) =b - c.
(iii) se c#0,
[ lim . f() b

lim = () = ——M—~ = -.
z—a g lim, . g(z) ¢

Dem. Vamos demonstrar em detalhe a propriedade (i). As demonstragoes das outras propriedades
s@o andlogas e podem ser encontradas no livro de Spivak (listado na Bibliografia).
Comegamos por recorrer a defini¢ao de limite para escrever:

lim f(z) =b & Ye>038,>0: |z —a|<d = |f(x)—b < =,

z—a 2

li_r>ng(x):c < Ve>030 >0 |x—a|<52:|g(x)—c|<§.

Assim, se escolhermos ¢ = min(dy, d2), obtemos:
lz—al <= [(f£g)(x) - (bxc)|=[(f(z) —b) £ (9(z) — o]
< |f(z) = 0] + [g(z) —

<§+E—<€
2 2
0 que mostra que:
lim (f £ g)(z) = lim f(2) + lim g(z) =b+c. O
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Exemplo 2.39. Recorrendo a este resultado é muito facil calcular certos limites sem ter de passar
pelo processo doloroso de encontrar os € e § correctos. Por exemplo,

o2t —3r 42 limg_.(2* — 324+ 2)
lim = -
z=a 2241 lim,_q (22 4+ 1)

_limg s, 2t —limgy g 32 + limg_,q 2

(pelo Teorema 2.38 (iii))

(pelo Teorema 2.38 (i))

limg_yq 22 + limg_,q 1

4
—3a+2
= % (pelo Exemplo 2.30)

Principio do Encaixe ou da Fungao Enquadrada.
Teorema 2.40. Sejam f, g e h: D CR — R fungdes tais que
f(@) < g(x) < h(z),

para qualquer x € D. Temos entdo que

lim f(z) = b= lim h(z) = lim g(z) =b.
Dem. Pela defini¢ao de limite podemos escrever (omitimos o dominio para simplificar a apre-
sentagao):
1i_r)nf(x):b S Vex>036>0: |[z—a|<dh=—-—e<flz)-b<e,
x a
ligah(ac):b & Ve>036>0: |[zr—a|<d=-c<h(z)-b<e.
Assim, dado € > 0, tomamos § = min(dy,d2). Usando o facto de g estar encaixada entre f e h,
obtemos:
glx) —b<h(x)—b<e
|z —al <0 = = |g(z) —b| < e.
g(@) =b= f(z) —b> —¢

Portanto,
V5>036>0:|x—a|<5:|g(x)—b|<€(:>1i_r>ng(1:):b. O
r—a

Um caso em que este critério é particulamente util é quando a fungdo g é da forma g(z) =
u(z)v(xr) em que lim,_,q,u(z) = 0 - u diz-se um infinitésimo - e v é uma fungao limitada numa
vizinhanca de a, ou seja existem m,M € R tais que m < v(z) < M, para x numa vizinhanga
de a. Neste caso, assumindo u(x) > 0 (sendo consideramos |u(z)|), e fazendo f(z) = mu(z),
h(z) = Mu(z), temos f(z) < g(z) < h(x) e lim,_, f(z) = limg—q h(x) = 0, logo lim, 4 g(z) = 0.
Diz-se entao que o produto de um infinitésimo por uma funcdo limitada € um infinitésimo. O
célculo do limite do Exemplo 2.36 podia também ser justificado desta forma.

Exemplo 2.41 (Limite Notdvel). Uma andlise simples do circulo trigonométrico (veja-se por
exemplo a pagina 90 — Figura 3.2 deste livro) permite mostrar que, para |z| < w/2 é vilida a
relagdo: 0 < |senzx| < |z| < |tanz|, donde

senx

0<cosx < <1.

x
Como (recorde o Exemplo 2.31):

limcosz=1=1lim1,
z—0 z—0

concluimos pelo principio do encaixe que:

. senx
lim =1.
x—0 xX
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Limite de Fungoes Compostas.

Teorema 2.42. Sejam f: Dy CR =R eg: Dy, CR — R duas funcoes reais de varidvel real, e
(fog):Dsoyg CR — R a sua fungdo composta. Se

limg(z)=beR e limf(y)=ceR,
y—b

r—a

entao

lim (f o g)(z) = lim f(g(z)) =c.

T—ra T—ra

Dem. Pela definigao de limite (notem a altera¢do nos nomes das varidveis!):

(13) 1i_r)ng(x):b<:>V'y>OEl5>O:\J:—a|<5:>|g(x)—b|<7,
(14) lin%)f(y):c@V€>OE|’y>O: ly—bl <vy=|fly) —cl<e.
Yy—

Seja entao dado € > 0. Tomamos v > 0 tal que (14) é satisfeita e, de seguida, para esta escolha
de v tomamos § > 0 tal que (13) é satisfeita. Segue-se que:

[z —al <d=lg(x) —bl <v,  (por (13))
= [f(g(x)) —c| <&, (por (14)).
Logo, concluimos que:

Ve>030>0: |[z—a|<d=|flg(z)) —cl<e & ii_)ma(fog)(m): lim f(g(z)) =c. O

r—a

sen(z?)
22

Exemplo 2.43 (Mudanga de Varidvel). Suponhamos que pretendemos calcular lim,_,q
Observamos que:

sen(z?)

s— = f(9(x)),

onde g(z) =z% e f(y) = % Como jé sabemos que (ver Exemplo 2.41):

X

sen
lima? =0 e lim ¥ =1,
z—0 y—=0 y
o Teorema 2.42 mostra que:
. 2
lim sen(z”) =1.
z—0 xT

Exemplo 2.44. Dada uma funcao f: Dy C R — R injectiva tal que

lim f(z) = b,

r—a

nao é necessariamente verdade que

lim f~(y) = a.

y—b

Por exemplo, considere a fungéo f : [0,1]U]2,3] — R definida por

flz) =

z, 0<z<1
r—1 2<z<3

Neste caso,

lim f(z) =1, mas lim f~'(y) ndo existe.
x—1 y—1
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3.0

25

20

0.5

Ficura 17. O gréafico da fungdo f no Exemplo 2.44.

Limites Relativos e Laterais.

Definigao 2.45. Sejam f: D C R — R uma fungdo e A C D um subconjunto do seu dominio.
Diremos que f tem limite b no ponto a relativo ao conjunto A, e escreveremos

lim f(z) = b,
z€A

se a restri¢do de f ao conjunto A, fla : A — R, tem limite b no ponto a, i.e., se lim,_,, fla(xz) =,
o que por definicao de limite significa

Ve>030>0: (r€delx—a|<d)=|f(z)—b<ce.

Nota 2.46. Como jé foi referido na Nota 2.24 para o limite usual, para definir o limite relativo
lim, ., fla(x) nao é necessério que a pertenca ao conjunto A C D, bastando que para todo o
d > 0 exista z € A tal que |z — a| < §, ou seja, que a seja aderente a A.

Como ¢ evidente,

se existe limy,q f(z), entdo existe lim f(x) para todo o A que tem a como ponto aderente.
z€A

Isto é especialmente 1til para mostrar que nao ha limite em certas situagdes: se mostrarmos a
existéncia de dois conjuntos A; e As tais que

lim f(z) # lim f(z), entdo ndo existe Eg}l flx)
€A T€EA2

(veja-se o Exemplo 2.48 & frente).

Nota 2.47. H4 dois casos particularmente importantes desta definicao de limite relativo, dando
origem aos chamados limites laterais:

(i) quando A = DN]a, +oo] temos o chamado limite lateral a direita, ou simplesmente limite a
direita, que sera denotado por lim+ f(x). Recorrendo a quantificadores podemos escrever:
r—a

Ve>03>0: (x€Dex—a<d)=|flz)-b <e.

(ii) quando A = D N]—o0,a[ temos o chamado limite lateral & esquerda, ou simplesmente
limite & esquerda, que serd denotado por lim f(x). Novamente, usando quantificadores
r—a—

podemos escrever:

Ve>03>0: (zxe€Dex—a>-8)=|f(z)-b <e.
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Exemplo 2.48. Recorde-se a funcao de Heaviside H : R — R definida por:

0, sexz<0;
H — b) )
(z) {17 se x > 0.

A funcao tem limites laterais no ponto zero dados por
lim H(z)=0 e lim H(z)=1.

z—0— z—0t

logo, nao existe lim H(z).
z—0

Exercicio 2.49. Para uma fungdo f e a € D tal que f(a) = b, mostre que lim,_,, f(z) existe e é
igual a b se, e sé se, existem os limites laterais lim,_,,+ f(z) e lim,_,,- f(z), e sdo ambos iguais
a b (ou seja, se, e 86 se f é continua em a).

Recta Acabada e Indeterminacdes. Até aqui, faldmos de limites lim, _,, f(z) = b. O nosso
objetivo agora é o de considerar o caso em que a e/ou b possam ser infinito, e perceber em
que medida conseguimos generalizar o Teorema 2.38 (Limites e Operagoes Algébricas) para esta
situacdo. Para isso, teremos de introduzir formalmente o que sdo too (falando da reta acabada
R), definir limite para a,b € R e como se opera com estes novos simbolos.

Definicao 2.50. Designa-se por recta acabada, e representa-se por R, o conjunto

R & RU{—00,+o0} .

Os elementos —oo e o0 satisfazem a relacao de ordem
—o<r<+4oo, VreR,
bem como as regras operacionais algébricas que se descrevem mais a frente.

Limites na recta acabada. Queremos agora definir limites na recta acabada, de forma que faca
sentido falar nos limites:

S S e Im )

e ainda que o resultado de um limite possa ser +00. Para isso, recorde-se a definicao de vizinhanca
de rato € > 0 de um ponto a € R como sendo o conjunto

Ve(a) =]a—e,a+e¢].
Como ja foi observado atréds, dados a,b € R, a defini¢do de limite de uma fun¢do pode ser escrita

na forma

(15) lim f(z) =045 ¥e>035>0: z€Vs(a)ND = f(z) € Ve(b).

r—a

Se definirmos vizinhanca de raio € > 0 de —oo e 400 por®
Ve(—o00) =]-o0,—1/e[ e Vi(4o0) =]1/e,+o0l,
a definicdo (15) continua a fazer sentido na recta acabada
R=RU {+00, -0},
i.e., para a,b € R. Passaremos assim a usé-la também neste contexto. Resumindo:
Definicao 2.51. Dados a,b € R, dizemos que il_)ma f(z) =0bse
Ve>03>0: xz€Vs(a)ND= f(x) e V().

Exercicio 2.52. Verifique que a definicdo (15) para o limite na recta acabada R tem os seguintes
significados:
(1) limgyi00 f(z) =b € R sse
Ve>03L>0: z€D A xz>L=|f(x)—bl<e.

3A ideia é que a vizinhanca diminua quando € diminui; é isso que estd por detréds de se tomar 1/¢ nas vizinhangas
do infinito.
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(i) limg— o f(z) = b € R sse
Ve>03L>0: ze€D Az<-—-L=|f(z) b <e.
(iil) limg—q f(x) = +00, onde a € R, sse
VL>030>0: z€D A |Jz—a|<d= f(z)> L.
(iv) limg 4 f(x) = —00, onde a € R, sse
VL>030>0: z€D A Jz—a|<d= f(x) <—L.
Verifique, ainda, o que significa lim,_, 1o f(2) = £oo, e lim,_, .+ f(x) = f£oo.
Exemplo 2.53. Temos .

lim — =0% e lim — = +c0.
r—Foo I r—0Et T

Veja-se a primeira afirmagéo: dado ¢, tem-se (escolhendo L = 1/¢) que

1
<e e x<—— =
€

1
x> - =
€

X

T

<eE.

A demonstracao da segunda afirmacio fica como exercicio (fagam-na e confirmem com o vosso
professor se a resolugdo esta corretal).

Exemplo 2.54. O conhecimento que temos das fungbes exponencial e logaritmo, em particular a
sua monotonia, permitem-nos afirmar que
lim e® =+4o0, lim =0, lim In(z)=+oc0ce lim In(z)= —oco.
r—+00 T——00 T—+00 z—01
Estes factos serdo usados em exemplos e podem (e devem) ser usados na resolucao de exercicios.
Veja-se a tltima afirmacdo: dado L > 0, tem-se In(z) < —L < 0 < z < e~ %, porque a fungio
logaritmo é crescente (e tem dominio R*). Logo, escolhendo § = e~ F

)

0<zx<d = In(x) < —L.

Operagoes algébricas na reta acabada e resultados sobre limites. Vamos agora definir
operagoes que envolvem +oo de forma a que os teoremas sobre limites de operagoes algébricas e
fungoes compostas continuem vélidos (veja~se a “Nota Importante” mais & frente).

Definicao 2.55 (Operagoes algébricas na reta acabada). Somas e diferengas. Para qualquer
a € R,
+00+ 00 =400, —00+ (—0)=-00, oo+ a=+00

Produtos. Para qualquer a € R,

B 400, sea > 0; _ —oc0, sea>0;
a-(+00) = _ a-(—o0) = _
—o00, sea<0. 400, sea<O.
Quocientes.
a +oo
— =0 eR — == € R\{0
=0 (@eR) ¢ X —io0 (acR\{0})

Recordando que dizemos:
o lim, ,, g(z) =07 selim,_,g(z) =0 e g(z) > 0 numa vizinhanga de a
e lim,_,,g(z) =0 selim,,g(x) =0 e g(x) <0 numa vizinhanca de a,
temos:
Definigao 2.56 (Divisdo por 0 e Potenciacio). Para qualquer a € R, temos o seguinte:
e se a > 0, entao

a a
0—+—+oo e =

= —00;
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e se a < 0, entao

a a "
— =—-00 e — =400
0+ 0~
Além disso,
gt — 0, se0<a<l o a4 — 1
+oo, sea>1; at>e’

bem como

(o0)? = 0, se b <0
B 400, seb>0.

As seguintes operacoes na reta acabada nao estao definidas:
0 +o00
0’ +oo’
Chamamos a estas expressoes indeterminagoes.

00— 00, oo x0, 1r°° (+00). 0°.

Repare-se que, num certo sentido, todas as indeterminagoes sao equivalentes. Por exemplo:

0 1 1
—=—.00=0-00 e 9=0~*=0'00~
0o 0 0 0

Nota importante: Os resultados que estuddmos sobre operagoes algébricas e limites (Te-
orema 2.38) e limite de fungdes compostas (Teorema 2.42), continuam a ser vélidas para
a recta acabada R, exatamente com o mesmo enunciado, desde que nio originem alguma das
indeterminagoes referidas anteriormente. Esta é a justificacdo para as operacoes com infinitos
que definimos anteriormente.

Nota 2.57 (Retirada do livro de Jodo Paulo Santos, listado na bibliografia). Vamos ver que a
indeterminagao % pode corresponder a qualquer resultado no limite, e até a situagoes em que nao
h4 limite. Tomemos g(z) = 2%, que é tal que lim,_,o g(x) = 0. Consideremos vérios exemplos de
fungbes f com limite 0 na origem:

Se f(z) = x*, entdo gg; = x, que converge para 0 .

- Se f(z) = z, entao 583 = z%7 que converge para —+oo.
- Para qualquer b € R, podemos tomar f(z) = bx3. Entao % = b converge para b.

- Se f(x) = 2®sen(1/x), o limite de % = sen(1/x) nao existe em 0 .

A nota anterior justifica porque chamamos a % uma indeterminagao. Podem ser dados exemplos

do mesmo tipo para todas as outras indeterminagoes.

Exemplo 2.58. Vimos que:
lim sen(x)
x—0 x
Usando este facto, pretende-se completar o gréfico da Figura 16 do Exemplo 2.36 calculando o

limite
: ( 1 )
Iim z-sen | — ) .
Tr——400 x

Notem que a propriedade algébrica (ii) do Teorema 2.38 d4 neste caso origem a uma indeterminagao
do tipo oo - 0, pelo que nao pode ser usada para calcular este limite.
Consideremos as fungdes g, f : R\ {0} — R definidas por

=1.

1 o _ sen(y)
g(z) =~ f(y) y
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Temos ent@o que (fog) : Dfog =R\ {0} — R é dada por

(fog)(x) = Hg@) = f(1/x) = rll(/lx/@ —2-sen (1> .

Como

_— ST . A . o
+00 € Dyog =R\ {0} =R, wgriloog(m)fzgrfm;f() e 31_I>I%Jf(y)—l}ll)% ;

podemos concluir pelo Teorema 2.42 que

lim (fog)(x)= lim $~sen<glc) =1.

Tr——+00 r—+400
Na notagao do Teorema 2.42, temos que neste exemplo
a=4c0, b=0 e c=1.

A andlise anterior pode ser escrita abreviadamente da seguintes forma:
considerando a mudanca de variavel y = — < x = —, em que z — +o00 = y — 0,
x Y

temos que
1 1 se
lim z-sen () = lim — - sen(y) = lim sen(y) =1.
r—400 €T y—=0y y—0 Yy
A Figura 18 apresenta uma versao mais completa do grafico da Figura 16, tendo ja em conta o
limite calculado neste exemplo.

FIGURA 18. Versao mais completa do grafico da funcao f : R\ {0} — R definida
por f(z) =z -sen(l/x).

Continuidade de Fungoes Reais de Variavel Real. Dada uma funcao f : D — R a relacao:
lim f(z) = f(a).

pode nao se verificar. De facto, esta igualdade pode falhar por duas razoes:

1

1) em

e O limite de f(z) quando  — a nao existe (por exemplo, a fungdo f(z) = sen (
a = 0; cf. Exemplo 2.35).
e O limite existe, mas o ponto a nao pertence ao dominio D, e portanto nao faz sentido

sequer falar em f(a) (por exemplo, a funcio f(r) = zsen(L) em a = 0; cf. Exemplo 2.36).

T
Este tipo de comportamento pode ser considerado anormal, e por isso convencionou-se um nome
para qualificar as fungdes que se portam bem:

Definigao 2.59. Uma funcao f: D C R — R diz-se continua num ponto a € D se existir limite
em a. Nesse caso,

lim f(x) = f(a).

A funcao f diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu dominio D.
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Intuitivamente uma funcao é continua se o seu grafico nao apresenta interrupgoes, saltos ou
oscilagoes. Embora esta ideia intuitiva seja muitas vezes suficiente para decidir se uma funcao é
continua olhando para o esbogo do seu gréafico, ha situagoes em que isso nao é de todo claro, e por
isso a definicao precisa que demos acima é muito importante. Em termos de € — §, uma funcao f
¢é continua em a € D se:

Ve>030>0: |[z—a|l<d=|f(x)— fla)| <e.

1 ol
z_/

0

L L L )
4 5 6 7 8

F1GUrA 19. Dada a funcao f(z) = sen(x)+z/2, se € R é tal que |x —6] < 0.25,
entdo |f(z) — f(6)] < 0.5. Por outras palavras, se se fixar ¢ = 0.5, podemos
escolher § = 0.25.

Naturalmente que as propriedades do limite de uma fungao num ponto dao origem a proprie-
dades andlogas para as fungoes continuas. O teorema seguinte ilustra este facto.
Teorema 2.60.
(i) Se f e g sdo fungdes continuas num ponto a € Dy N Dy, entdo fEg, f-ge f/g (se
g(a) # 0) também sao continuas em a.
(ii) Sejam f e g duas fungées. Se a € Dyoq, g € continua em a e f € continua em g(a), entdo
(fog) € continua em a.

Dem. Consequéncia imediata da Definicao 2.59 e dos Teoremas 2.38 e 2.42. O

Teorema 2.61. Seja f : I — R uma fun¢ao continua e injectiva num intervalo I. Entao a fun¢ao
inversa f=1: f(I) — I € continua.

Dem. Consultem o Spivak (listado na Bibliografia) ou o Teorema 3.3.5 deste livro. Para mostrar
este resultado é necessério usar o Teorema de Bolzano, que ja conhecem do Ensino Secundério e
que recordaremos mais & frente. O

Continuidade Lateral. A nocao de limites laterais introduzida na Nota 2.47 d4 naturalmente
origem a seguinte definicao de continuidade lateral.

Definicao 2.62. Sejam f: D C R — R uma funcéo e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:

(i) f é continua a direita em a se lim,_,,+ f(z) = f(a);

(ii) f é continua & esquerda em a se lim,_,,— f(x) = f(a).

Teorema 2.63. Sejam f : D C R — R uma funcdo e a € D um ponto do seu dominio. f ¢é
continua em a, i.e.

lim f(z) = f(a),
r—a
sse f € continua a direita e d esquerda em a, i.e.

Jim f(2) = fla) = lm f(@).

Dem. Exercicio simples. O
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Exemplo 2.64. A funcdo de Heaviside H : R — R, definida por

H(z) = 0, sexz <0,
B 1, sex >0,

é continua & direita no ponto zero, mas nao é continua a esquerda nesse ponto. De facto,

lim H(z)=1=H(0) mas lim H(z)=0# H(0).
z—0t z—0—

Exemplos de Fungoes continuas. O que ja sabemos sobre limites permite-nos decidir se muitas

fungoes sdo continuas ou nao.

Exemplo 2.65.

(a) uma fun¢ao polinomial p(z) é continua em qualquer ponto a € R.

(b) qualquer funcao racional f = p/q, com p, ¢ polinémios, é continua em qualquer ponto
a € R onde ¢(a) # 0;

(c¢) a fungdo médulo f : R — R, definida por f(z) = |z|, Va € R, é continua em qualquer
ponto a € R;

(d) a funcdo de Heaviside, apresentada no Exemplo 2.22, é continua em qualquer ponto a # 0
e descontinua no ponto zero.

(e) a funcdo de Dirichlet, apresentada no Exemplo 2.23, é descontinua em qualquer ponto
a €R.

Exemplo 2.66. Pode mostrar-se, recorrendo a definicao de fungao exponencial e a algumas de-
sigualdades, que esta é uma fungdo continua (veja-se por exemplo o Teorema 3.4.2 aqui). Como
esta é uma funcao estritamente crescente, entdo é injetiva. Assim, do Teorema 2.60 concluimos
que a funcao logaritmo é continua.

Exemplo 2.67. As fungoes sen, cos, tan e cot sdo continuas em todo o seu dominio. De facto,
ja foi visto que lim,_,gsenx = 0 = sen0 e lim,_,gcosz = 1 = cos0. Usando a identidade para o
seno de uma soma e escrevendo x como & — a + @, temos
lim sen(z) = lim (sen(a) cos(x — a) + cos(a) sen(x — a)) = sen(a) cos(0) + cos(a) sen(0) = sen a.
r—a r—a
A continuidade do cosseno fica como exercicio (deve usar a férmula do cosseno da soma: cos(a +
B) = cos(a) cos(f)—sen(a) sen(f)). A continuidade da tangente e cotangente segue imediatamente
da sua defini¢do e do facto de quocientes de fungoes continuas serem continuas (no seu dominio).

Exemplo 2.68. Uma vez que as fungoes sen, cos e tan sdo continuas e injetivas nos intervalos
[-7/2,7/2], [0,7] e | — 7/2,7/2[, do Teorema 2.60 sai que as fungdes arcsen, arccos e arctan sao
continuas no seu dominio.

Exemplo 2.69 (Limite Notdvel). Vamos mostrar neste exemplo como se chega aos limites notaveis

T —1 In(1
im C =1 o g ROy
z—0 x z—0 x
Ja se sabe que e = lim,, (1 + %)". Pode mostrar-se que, na verdade, lim,_, (1 + %)L =e

(isto faz-se por enquadramento, os detalhes podem ser vistos na Proposic¢ao 3.4.3 deste livro, por
exemplo). Usando uma mudanca de varidvel, tem-se entdo lim, ,o(1+)'/® = e. Da continuidade
e propriedades da fungao In, temos

In(1
lim In(1 +2) = lim In {(1+x)1/$} =lne=1

z—0 x z—0

Finalmente, de y = e — 1 <=z = In(1 + y) sai

Coet—1 . Y
lim =lim ——=1
z—0 X y—0 ln(l + y)



https://ciencias.ulisboa.pt/sites/default/files/fcul/dep/dm/05-MFigueira.pdf
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Exemplo 2.70. (Prolongamento por Continuidade) Consideremos a fungao F' : R — R definida

por
1

:csen(;) , sex #0
F(z) =
0, se x = 0.
Se a # 0, F' é numa vizinhanga de a o produto/composi¢ao de fungdes continuas, pelo que é
continua. Por outro lado, recorrendo ao Exemplo 2.36, temos que

1
lim F(z) = lim xsen <> =0=F(0).
z—0 z—0 X

Logo, F' também é continua em a = 0. Assim, F' é continua em todo o R.

Esta fungao F' é um exemplo de prolongamento por continuidade. Mais precisamente, é o
prolongamente por continuidade da fungéo f : R\ {0} — R, dada por f(z) = zsen(1/z), Yz # 0,
ao ponto zero.

Algumas Propriedades Locais das Fungoes Continuas.

Teorema 2.71. Sejam f: Dy CR =+ R eg: Dy CR — R duas fungoes continuas num ponto
a € DyNDy. Se f(a) > g(a) entdo

36>0: z€DyN Dy, |[x—al <d= f(z)>g(z).
Dem. Como f e g sao por hip6tese continuas em a € DyND,, sabemos que (omitindo os dominios

para facilitar a escrita)
Ve>0361>0: |[x—a| <01 = |f(z)— fla) <e

Ve>0302>0: |z—a|l <dy=|g(x) —gla)] <e.
Escolhamos €,§ > 0 tais que

0<5<M e ¢ =min{d;(g),d2(e)}.

Temos entao que:
v —a| <3=|f@) = fl@) <= e lg(x)—gla) <<
= f(z) > fla) —e e g(z) <gla)+e
= f(@) = g(@) > (f(a) — ) — (g(a) +2)
= f(x) —g(x) > f(a) —g(a) — 2 > 2 —2¢ =0,
onde a tltima desigualdade é consequéncia da escolha feita para e. O

Corolario 2.72. Se f : D C R — R € uma fungdo continua num ponto a € D com f(a) > 0,
entdo existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 para qualquer x € Vs(a) N D.

Dem. Basta usar o Teorema 2.71 com g(z) =0, Vz € D. O

Teorema 2.73. Se f: D C R — R € uma funcdo continua num ponto a € D, entao existe § > 0
tal que f € limitada em Vs(a) N D.

Dem. Exercicio. O

Propriedades Globais das Funcoes Continuas. Nas tltimas secgoes vimos que, quando uma
fungao é continua num ponto a, podemos obter informacao sobre o comportamento local da funcgao,
i.e., numa vizinhanca de a. Vamos agora ver que, quando uma fungao é continua num intervalo
[a,b], entdo podemos obter informagéo sobre o comportamento global da fungéo, i.e., em todo o
intervalo [a, b].

Vamos comegar por enunciar trés resultados muito importantes, e depois deduzir algumas con-
sequéncias. A demonstracao destes resultados sé serd feita no fim deste capitulo.
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Teorema 2.74. (Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano) Seja f uma fun¢dao continua num
intervalo limitado e fechado [a,b], tal que f(a) # f(b). Entdo, para qualquer valor o € R entre
f(a) e f(b), existe um ponto c € |a,b] tal que f(c) = a.

Este resultado afirma que uma fungéo continua f num intervalo [a, b] assume todos os valores
entre f(a) e f(b). Geometricamente, isto significa que o grafico de f intersecta a recta horizontal
y = « sempre que « esteja entre f(a) e f(b), como se ilustra na seguinte figura.

6

5[

7

L L L L L
0 2 4 6 8 10

F1auraA 20. O Teorema de Bolzano garante a existéncia de um ponto cuja imagem
é igual a 3.

Teorema 2.75. Se f € uma fungdo continua num intervalo limitado e fechado [a,b], entdo f
¢ limitada nesse intervalo, i.e., o contradominio f ([a,b]) é um conjunto limitado ou, de forma
equivalente, existe M > 0 tal que |f(z)| < M para qualquer z € [a, b)].

Geometricamente, este resultado diz que o grafico de f estd entre duas rectas horizontais, como
na seguinte figura.

Ficura 21. O grafico de uma fungao continua entre duas rectas horizontais.

Para enunciar o terceiro e iltimo resultado fundamental, vamos introduzir a seguinte notacao:

Definicao 2.76. Seja f : D C R — R uma fungdo. Diremos que f tem mdzimo (resp. minimo) no
conjunto D se existir um ponto ¢ € D tal que f(z) < f(¢), Vo € D (resp. f(z) > f(c), Va € D).
Neste caso, ¢ diz-se ponto de mdzimo (resp. ponto de minimo) de f em D, e f(c) diz-se o mdzimo
(resp. minimo) de f em D.

Teorema 2.77. (Teorema de Weierstrass) Se [ é uma fun¢do continua num intervalo limitado e
fechado [a,b], entao f tem mdximo e minimo nesse intervalo.

A figura seguinte ilustra este resultado:

Notem que, para qualquer um destes resultados ser valido, a funcao f tem de ser continua
em todos os pontos do intervalo [a,b]. Basta a continuidade falhar nalgum ponto para um destes
resultados deixar de ser valido, como se ilustra nos exemplos seguintes:
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5r \

/\

FiguraA 22. O Teorema de Weierstrass garante a existéncia de maximo e minimo.

Exemplo 2.78. Se restringirmos a funcdo de Heaviside H : R — R ao intervalo [—1, 1]:

0, se—-1<z<0,

H(z) = -
1, se0 <z <1,

obtemos uma fungdo que é continua excepto na origem. Temos que f(—1) =0e f(1) =1, mas a

funcao nao assume quaisquer valores a entre 0 e 1, falhando portanto as conclusées do Teorema

do Valor Intermédio. Notem que esta fungao é limitada e tem maximo e minimo.

Exemplo 2.79. Consideremos a fungao

f(z){gl“ se x # 0,

0, sex=0.

Esta fungdo é continua em todos os pontos do intervalo [0,1] excepto em z = 0. Por outro
lado, f nao é limitada neste intervalo, falhando as conclusoes do Teorema 2.75 e do Teorema de
Weierstrass.

Este exemplo também mostra que nas hipéstese do Teorema 2.75 e do Teorema de Weierstrass
nao podemos substituir o intervalo fechado [a, b] pelo intervalo aberto ]a, b].

Exemplos de Aplicagoes dos Teoremas Globais. Vejamos agora algumas consequéncias e
aplicagoes destes teoremas globais. O Teorema de Bolzano tem o seguinte coroldrio imediato:

Coroldrio 2.80. Seja f uma fungdo continua num intervalo [a,b] C D, tal que f(a)- f(b) < 0.
Entao existe um ponto ¢ € |a,b[ tal que f(c) = 0.

Exemplo 2.81. Vejamos como este corolario do Teorema de Bolzano pode ser usado para mostrar
que qualquer polinémio do terceiro grau, p: R — R dado por

px)=as-23+ay-2*+ay-x+ag, Yo € R,com ag # 0,

tem pelo menos um zero em R, i.e., existe pelo menos um ponto ¢ € R tal que p(c) = 0.
De facto, supondo sem perda de generalidade que a3 > 0, temos que

lim p(z)= lim xBo(a3+a—2+a—;+afg> :(—oo)3~a3:7c>o,
T——00 T—r—00 x x x
enquanto que
lim p(zr) = lim $3'(a3+%+%+%) = (400)? - a3 = +o0.
T— 00 T—-+00 €T €T €T

Logo, existem a € R™ e b € RT tais que p(a) < 0 e p(b) > 0, pelo que o Coroldrio 2.80 do Teorema
de Bolzano garante a existéncia de um ponto ¢ € ]a, b[ tal que p(c) = 0.

Nota 2.82. O resultado do Exemplo 2.81 generaliza-se facilmente para qualquer polinémio de
grau fmpar, mas nao para qualquer polinémio de grau par. Por exemplo, o polinémio de segundo
grau p : R — R, definido por p(z) = 2% + 1 ndo tem zeros em R. Recordem que a necessidade de
encontrar zeros para este polinémio (i.e., solucdes para a equacao z2+1 = 0) é uma das motivacoes
para a introdugao e construcao do corpo dos nimeros complexos C.
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Ainda assim, podemo-nos perguntar o que é que os teoremas fundamentais acima nos permitem
dizer sobre as solucbes de equacgoes polindmiais de grau par. De facto eles permitem-nos, por
exemplo, resolver uma questao que ja discutimos anteriormente:

Teorema 2.83. Para todo o a > 0 a equacdo:

z? = a,

tem uma solugdo positiva. Serd naturalmente designada por /a.

Dem. J4 sabemos que uma funcido polinomial é continua, logo f(z) = x? é continua. Dado

a > 0, existe um real b > 0 tal que f(b) > a: se @ > 1 podemos tomar b = «; se a = 1
podemos tomar qualquer b > 1; se a < 1 podemos tomar b = 1. Assim, a fungao f : [0,b] — R
satisfaz f(0) < a < f(b), e pelo Teorema de Bolzano concluimos que existe x € ]0,b[ tal que
flx)=2%=a. O

Exercicio 2.84. Use um raciocinio andlogo ao da demonstracao do Teorema 2.83 para mostrar
que, para qualquer n € N, existem:

X/a € RT, Va € RT, e /o e R, Va €R.

Dem. do Teorema de Bolzano. Vamos supdr que f(a) < f(b) (o caso f(a) > f(b) é inteiramente
andlogo) e fixemos um nimero real a € R tal que f(a) < a < f(b). Um ntimero ¢ €]a, b[ que é
candidato natural a solu¢ao de f(c¢) = « é o supremo do conjunto

C={x€lab]: f(x) <a}.

Pelo principio do supremo, uma vez que C é néo vazio, ja que a € C, e majorado, ja que b é
majorante, sabemos que existe ¢ = sup C < b. Para provar que f(c) = a, provamos separadamente
que nao pode ocorrer f(c) > a nem f(c) < a.
e Suponha-se, por absurdo, que f(¢) > a. A funcdo g(z) = f(x)—«a é continua em c e satisfaz
g(c) > 0. Pelo Coroldrio 2.72, existe § > 0 tal que g(x) > 0 para todo o z € |c — 0, ¢ + ]
Isto significa que f(x) > « para todo o = € Jc — §, ¢+ d[, pelo que CNjc—4d,c+d[=0 o
que contradiz a propriedade do supremo dada pela Proposi¢ao 1.9
e Suponha-se, por absurdo, que f(¢) < a. A funcéo g(x) = o — f(x) é continua em ¢
e satisfaz g(c) > 0 logo, pelo Corolario 2.72, existe ¢/ > ¢ * tal que g(c/) > 0, ou seja
f(d) < a. Isto significa que ¢ < ¢’ e ¢ € C. Logo ¢ nao poderia ser majorante de C, o
que contradiz o facto de ¢ = sup C.

Assim, ¢ € [a,b] e f(¢) = @, como querfamos demonstrar. Notem que, de facto, ¢ €]a, b[ pois
fle) = a # f(a), f(0). -

Dem. do Teorema 2.75. De forma andloga a demonstracao do Teorema de Bolzano, introduzimos
o conjunto:

C={x €a,b]: f élimitada em [a,x]}.
Claramente este conjunto é ndo-vazio pois contém a. Por outro lado, C' é um conjunto majorado
por b. Pelo Principio do Supremo temos que existe o = sup C'. Vejamos que, de facto, b = «:

e a > a. Como f é continua em a, pelo Teorema 2.73, existe § > 0 tal que f é limitada em
[a,a + 0). Portanto, f é limitada em [a,a + §/2] donde oo > a+6/2 > a.

e a = b. Suponhamos, por absurdo, que a < a < b. Como f é continua em « € |a, b|, pelo
Teorema 2.73 concluimos que existe § > 0 tal que f é limitada em Ja — 4§, + 6[. Mas
entdo f é limitada em [a, @ — d] e em oo — §, a + 0], logo é limitada em [a, + /2], 0 que
contradiz o facto de que a é o supremo de C.

Assim, temos que b = sup C e portanto f é limitada em qualquer intervalo [a,z] com z < b.

Isto ndo mostra ainda que f é limitada em [a, b], porque ainda néo sabemos se b = supC € C,
i.e. se b =max(C. Mas basta agora observar que f é continua em b, logo pelo Teorema 2.73, existe
d > 0 tal que f é limitada em (b — 4,b]. Se f é limitada em [a,b — d] e em (b — §,b] entao f é
limitada em [a, b], como pretendiamos mostrar. O

4Também sai do Corolério 2.72 que ¢ < b, ja que sendo f(b) > a, haverd uma vizinhanga de b onde f(z) > a,
logo b # sup C.
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Dem. do Teorema de Weierstrass. Vamos mostrar que f tem méximo. A demonstracdo que f
tem minimo ¢ inteiramente analoga.
Consideremos o contradominio de f, i.e, o conjunto dos valores que f toma em [a, b]:

C={f(z):z € [a,b]}.

Este conjunto é ébviamente nao vazio e, pelo teorema anterior, é limitado. O Principio do Supremo
garante que existe M = sup C. Tudo o que temos a fazer é mostrar que M € C, pois isso significa
que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = M > f(z) para todo o z € [a, b].

Suponha-se, por absurdo, que M # f(c) para todo o ¢ € [a,b]. Entao podemos definir a fungao
g : la,b] = R por:

1
GTES ()

Esta fung@o é continua, pois é a composta de fun¢bes continuas e o denominador nao se anula.
Pela propriedade do supremo M = sup C dada pela Proposicao 1.9, temos que para todo o € > 0
existe x € [a,b] tal que f(x) > M — ¢, ou seja,

() 1 S 1
)= —""7—> —.
P TM @)
Isto mostra que g ndo é limitada em [a, b], o que contradiz o Teorema 2.75 que mostrdmos anteri-
ormente. (]

Material Extra: Contradominios de fungoes continuas em intervalos e continuidade
da funcao inversa. Uma das aplicacoes importantes do Teorema de Bolzano é permitir-nos
caracterizar contradominios de fungoes continuas. De facto, notem que este resultado pode ser
escrito na forma seguinte: se I for um intervalo qualquer com f continua em I, e a,b € I com
f(a) < f(b) (por exemplo), entdo, escrevendo f(I) = {f(z): = € I}, temos

[f(a), F(0)] < [f([a,b]) C f(I)

ou seja, se f(a), f(b) € f(I), e f(a) < a < f(b), entdo a € f(I) ou seja , f(I) é um intervalo.
(Um subconjunto A C R é um intervalo & se xz,y € A, com x < y, entdo para qualquer z tal
que x < z < y tem-se z € A.)

Corolario 2.85. Funcoes continuas transformam intervalos em intervalos, ou seja, se o dominio
¢ um intervalo I, também a imagem f(I) serd um intervalo.

Em geral, temos sempre que f(I) é um intervalo de extremos r e s,
JryslC f(I) C[r,s]

em que s = sup{f(z) : € I} =sup f(I) e r = inf{f(z) : x € I} = inf f(I) em R. O intervalo
serd fechado ou aberto nos extremos dependendo de f ter maximo ou minimo em I. Usando agora
o Teorema de Weierstrass, temos também o seguinte:

Coroldrio 2.86. Se f ¢ continua em I = [a,b], intervalo limitado e fechado, entio f(I) também
€ um intervalo limitado e fechado.

(Os intervalos limitados e fechados dizem-se compactos e tém propriedades importantes.) Uma
consequéncia de f continua num intervalo I entdo f(I) é também um intervalo, dd-nos a conti-
nuidade da fun¢@o inversa , que vimos no Teorema 2.61 (vejam também o Exemplo 2.44). E fécil
ver que esta propriedade nio é exclusiva das fungdes continuas: podemos ter f(I) intervalo sem
que f seja continua, por exemplo,

f(z):sené,x;«éOef(())zO,ouf(z:)zx—Fl,xﬁO, f(z) =z, >0.

Mas se f é mondtona, temos um critério de continuidade. Isso depende da seguinte propriedade
das fungdes monodtonas que deixamos como exercicio.

Exercicio 2.87. Se f : D — R é monétona, existem f(at) e f(a~) em R para qualquer a € D.
(Sug. f(a™) =sup{f(z): 2z <a,z € D}.)
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Teorema 2.88. Se f ¢ estritamente mondtona em I e f(I) é um intervalo, entao f é continua
em I.

Demonstragdo. Seja a € I, (assumimos a no interior de I, se for um dos extremos prova-se da
mesma forma a continuidade lateral). Assumindo f crescente (para decrescente é andlogo) temos
fla™) < f(a) < f(a™) e também f(z) < f(a™), se < a, f(z) > f(at), se z > a. Se fosse
f(a™) # f(a), entdo |f(a), f(a™)[ ndo estaria na imagem de f e f(I) nao seria um intervalo. O
mesmo se conclui se f(a™) # f(a). Logo f(a™) = f(a) = f(a™) e f é continua em a. O

Daqui sai:

Demonstracao da Continuidade da Funcdo Inversa. f injectiva e continua num intervalo I = f
é estritamente mondtona e f~1 também serd. Como f~1(J) = I é um intervalo, conclui-se do
resultado anterior que f~! é continua. O

Material Extra: Equivaléncia entre as definigoes de limite segundo Heine e segundo
Cauchy. Tal como observamos no inicio do capitulo, no Ensino Secundario a nocao de limite
aprendida foi aquela segundo Heine — recorde-se (8). Nesta cadeira aprofunddmos uma outra nogao
de limite segundo Cauchy (Definigao 2.27). Mostramos de seguida que as nogoes sdo equivalentes.
Antes disso, é til recordar a definigdo de uma sucessao (x,,) convergir para a € R: diz-se que
Ty — ase
V6 >03peN: n>p = |z, —a| <9,
ou seja, dado 6 > 0 existe uma ordem p a partir da qual |z, — a|] < J.

Teorema 2.89 (Equivaléncia das definigoes de limite para a,b € R). Seja f : D — R, a um ponto
aderente a D, e b € R. Temos

definicao no sentido de Cauchy < definicdo no sentido de Heine.
Demonstragao. (Cauchy = Heine): se lim,_,, f(x) = b no sentido de Cauchy e x,, — a, dado
e >0, sejam § > 0 e p € N tais que
o [z —a|l<d=|f(x) -0 <¢g
en>p= |x,—al<d.
Em conclusdo, dado ¢ > 0 arranjdmos uma ordem p tal que para n > p temos |f(z,) — b < ¢
conclui-se assim que f(a,) — b.

Reciprocamente, vemos que (Nao Cauchy = Nao Heine): se lim,_,, f(z) # b segundo Cauchy,
existe € > 0 tal que para qualquer § > 0 encontramos x com |z —a| < § e | f(z) —b| > ¢. Tomamos
d=1/nex=x, e temos

1
|z, —a| < ﬁ—>0 e |f(zy)—0b>¢ VneN,
ou seja construimos uma sucessao (z,) tal que
T, —a e f(xy,)»Db,

o que implica que lim,_,, f(z) # b segundo Heine. O
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3. CALcUuLO DIFERENCIAL

Derivada de Uma Fung¢ao num Ponto. A nocao de derivada é a primeira das duas nogoes
fundamentais do Calculo que vamos estudar. A outra é a nocao de integral que serd estudada
mais tarde.

A nocao de derivada de uma funcao pode ser motivada das mais variadas formas. Por exemplo,
a origem do conceito de derivada esta ligada a Fisica e alguns dos resultados que vamos estudar
tem interpretacoes fisicas imediatas, recorrendo a conceitos como o de velocidade e aceleracao.
No entanto, preferimos recorrer a um problema geométrico simples, que permite mostrar que a
derivada é de facto um conceito matematico preciso e importante em muitas aplicagoes.

A questdo que colocamos é a seguinte: Dada uma funcdo f : D C R — R, que num ponto
a € D tem o valor f(a) € R, qual a recta do plano R? que melhor aproxima o grafico de f num
vizinhanca do ponto (a, f(a))? A resposta a esta questdo é, naturalmente, a recta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)). Surge entdo o problema de saber como calcular a equagao dessa
recta tangente.

Denotando por (x,y) as coordenadas de um ponto arbitrario do plano R?, a equacio de qualquer
recta nao vertical que passe no ponto (a, f(a)) é dada por

(y = fla)) =m-(z —a),

onde m € R é arbitrario e representa o declive da recta determinada pela equagao. A resolucao
do nosso problema passa pois por calcular o declive da recta tangente ao grdfico de uma funcao f
num ponto (a, f(a)).

Esse calculo pode ser feito com base na nogao de limite. De facto, a recta tangente ao grafico de
uma fungdo f num ponto (a, f(a)) pode ser obtida como o “limite” de rectas secantes ao mesmo
grafico, como ilustra a Figura 23.

F1GURA 23. A recta tangente como limite de rectas secantes.

Assim, para cada h € R suficientemente pequeno, podemos considerar a tnica recta do plano
que passa nos pontos (a, f(a)) e (a + h, f(a + h)). E uma recta secante ao grafico de f e o seu
declive é dado por

fla+h)— f(a)
3 .
Quando h — 0, as correspondentes rectas secantes “tendem” para a recta tangente ao gréafico de
f no ponto (a, f(a)), pelo que é natural considerar que o declive desta dltima é dado pelo limite
dos declives das rectas secantes:

o PO = F(@) o f @)~ fla).

h—0 h r—a Tr—a
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onde a igualdade é consequéncia da mudanca de variavel h = z — a < = = a + h. Somos assim
levados a colocar a seguinte definicao formal:

Definigao 3.1. Seja f: D C R — R uma funcao e a € D um ponto do seu dominio. Diremos que
f € diferencidvel no ponto a € D com derivada f'(a) se existir em R o limite

i 1) = (@)

T—a Tr—a

f'(a) =

Antes ainda de vermos alguns exemplos, fazemos trés comentarios a esta definigao:

O primeiro comentério é que a notacao para a derivada, f’(a), sugere que devemos pensar na
derivada como uma funcao. De facto assim é: a cada a em que o limite na Definicao 3.1 existe
associamos o ndmero real f’'(a). Assim, o dominio Dy da func@o derivada é um subconjunto do
dominio de f.

O segundo comentdrio tem que ver com a interpretagao fisica de derivada. Se x(t) representa a
posicao de um objecto em movimento no instante de tempo ¢ ao longo de uma reta, entao a razao:

x(t+ h) — x(t)
h

representa a “velocidade média” do objecto no intervalo de tempo [¢,t + h]. Podemos pois pensar

na derivada
2'(t) = lim ot +h) —alt)
h—0
como a velocidade instantanea do objecto no instante ¢. Assim, podemos dizer que a velocidade
instantanea do objecto é a taxa de variagao da posicao.

Notem, ainda, que a nogao de taxa de variagao faz sentido em qualquer situagao em que uma
quantidade varia. E por isso que a nogao de derivada é tao importante quer em Matematica quer
nas aplicagoes.

O terceiro comentario é que, embora tenha sido a nogao geométrica intuitiva de recta tangente a
motivar a Definicao 3.1 de derivada de uma fungao, nés ainda nao temos uma definigao matematica
precisa de recta tangente. Mas podemos agora usar a nogao de derivada para dar uma defini¢ao
precisa:

Definigao 3.2. Seja f : D C R — R uma funcéo diferencidvel num ponto a € D. A recta tangente
ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é a recta definida no plano pela equacao

(16) (y— fa)) = f'(a) - (x —a).
f@) =~ fla)

Estamos a aproximar f’(a) por

f(z) = f(a)

Tr—a

, € 0 erro nessa aproximacgao é dado por

— f'(a) = 0, z — a.

Rescrevendo, temos

f(z) = f(a)

xr—a

f(x) = f(a)+ f'(a)(x — a) + Ra(x), para R,(z) = ( — f’(a)) (x — a).
Note-se que R,(x) — 0 quando = — a; na verdade, vai mais depressa para 0 do que o polinémio
de grau 1 dado por = — a, ja que:
lim La(x) —
T—a T — Q

Neste sentido, podemos escrever
f(x)~ f(a)+ f'(a)(x —a) quando =z — a.
Intuitivamente, uma funcao é diferenciavel em a se, “perto” de a, for aproximadamente linear.

Ao acto de subtituir f(z) por f(a)+ f'(a)(x — a) chama-se lineariza¢cdo (perto de a), e
é algo que farao em muitas outras cadeiras aplicadas do curso!
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Exemplos.
Exemplo 3.3. Seja f: R — R a funcao definida por
fl@)=azx+ 6, Vz eR,

onde a, 8 € R s@o constantes. Temos entao que, para qualquer a € R,

f@) = @) _ (ot B) ~ (aa+p)

f'(a) = lim ==— —
T—a €T a r—a X a
i 29

T—=a T —a

Concluimos assim que
(17) flx)=az+B,VzeR= f'(z)=a, Vz eR.
Exemplo 3.4. Seja f: R — R a funcao definida por
f(x) =sen(z), Vz € R.

sena —senb = 2sen (a;b) cos <a—2|—b> , Va,be R,

Usando

temos entao que, para qualquer xz € R,

flx+h)— f(x) sen(z + h) — sen(x)

/ . .
x) = lim = lim
f( ) h—0 h h—0 h
_ 2sen (&) cos (221)
= lim
h—0 h
h
sen (= h
= lim # - CoS (x—i—)
h—0 5 2
=cosz,
onde a tltima igualdade usa o limite notdvel lim, o *-* = 1 e o facto do cosseno ser uma fungao

continua.
Concluimos assim que a derivada da funcdo f(z) = senz existe em todos os pontos € R e
que a fungdo derivada é a fungdo f/(z) = cosz.

Exercicio 3.5. Mostre que a derivada da fungdo g(x) = cosx existe em todos os pontos x € R e
que a fungéo derivada é a fungéo ¢'(z) = —senuz.

Exemplo 3.6. Seja f: R — R a funcao definida por
flz)=¢€", Yz eR.

Temos entao que, para qualquer x € R,

von o @t h) = flm) o emth—er
) = Jim h =i
1 ezehfexil, - el —1
e R e
— % i eh_l_m
B =

onde a ultima igualdade usa o limite notavel lim,_q e$;1 =1.

Concluimos assim que a derivada da funcao f(x) = e* existe em todos os pontos z € R e que
a funcdo derivada é ela prépria: f'(x) = e*.
Exemplo 3.7. Seja f: RT — R a funcao definida por

f(x)=Inz, Vo € R,
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Temos entdo que, para qualquer z € RT,

Cf@m) - f@) . W@tk -h@) WY 1 (k)
! _ _ €T T
f(z) = lim h = fim, h R — res0 B

Considerando a mudanca de varidvel
h

y=—, emque h—0&y—0,
x

temos entao que
1 In(1+2) 1 In(1 1
f(z) = - lim btg) 1y, ml+y =
xr x—0 L T y—0 Yy x
onde na tltima igualdade usdmos novamente o limite notdvel lim,_,q ln“;z) =1.

Concluimos assim que a derivada da fungao f(z) = Inz existe em todos os pontos z € RT e

que a fungdo derivada é f'(z) = L.

Uma outra notagao para derivada é a notacdao de Leibniz:
df d
YL ),
der dz

Por exemplo, nesta notagao, temos as seguintes derivadas:

i(omc—i—ﬂ) =a (zeR)

dx

7 Sena = cosz (x € R); o CosT = —senz (x € R);
d 1 d

gz =- R*); Lt R);

Ty = (x € RT); e =e (x € R);

Quando a varidvel independente é o tempo, por exemplo no caso de uma fungao f(t), z(t) ou
y(t), é comum usar um ponto por cima da fungio para representar uma derivada:

F(), (1), 9(t).
Derivadas Laterais.

Definicao 3.8. Sejam f: D C R — R uma funcao e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:
(i) f tem derivada lateral & direita em a se existir o limite em R:

. @)~ fla)
! _ .
fala) = zllgl+ xr—a
(ii) f tem derivada lateral ¢ esquerda em a se existir o limite em R:
@) = f(a)
! — 1 JNT) SN
fe(a) voa-  T—a

Teorema 3.9. Sejam f: D CR — R uma fungdo e a € D um ponto do seu dominio. A funcdo
f € diferencidvel no ponto a sse f tem derivadas laterais iguais nesse ponto. Nesse caso, tem-se
naturalmente que fl(a) = f'(a) = fj(a).

Dem. Exercicio simples. O

Exemplo 3.10. A fungao médulo, f : R — R definida por

fx) = |z] = {

cujo grafico estd representado na Figura 24, tem derivadas laterais no ponto zero mas nao é
diferencidvel nesse ponto.
De facto,

-z, sex <0,
x, se x > 0,
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— f(0) x—0
(0) = 1 M = | =1.
0=l == =
Logo f.(0) = —1 # 1 = f}(0), pelo que a funcao médulo nao ¢ diferencidvel no ponto zero.

Exemplo 3.11. f(z) = /z em a = 0: neste caso a derivada & esquerda nao estd definida e &

direita temos
—+/0 1
f7(0) = lim M = lim ~— = lim — = 4o0.

z—0+t x—0 z—0t+ T z—0+ /T

Como o limite ndo existe em R, f nao é diferencidvel em 0. Verifique que também a fungido ¥z
nao é diferencidvel em a = 0.

Exemplo 3.12. Funcao de Heaviside (Exemplo 2.64) em z = 0:

H —H 1-1
Hy0) = tim PO ZHO 12 o,
z—0+ z—0 =0t X z—0+
H(x)— H(0 -1
H!(0) = lim H@) = HO) _ lim — = +o0
z—0— z—0 z—0- X

Logo, H nao é diferenciavel em 0. Notem que

H(0) # lim H'(z) =0,
x—0~

jd que H'(z) =0, z # 0.

Diferenciabilidade e Continuidade. Deve ser claro que uma funcdo que possui derivada é
“mais bem comportada’” que uma funcao que é apenas continua. Esta ideia é tornada precisa
pelo:

Teorema 3.13. Se f: D C R — R € diferencidvel num ponto a € D entao f € continua em a.

Dem. Considermos a fungao p : D\ {a} — R definida por
f(z) — fla
= 1) = f@)

T—a
Como f é por hipdtese diferenciavel no ponto a € D, sabemos que

lim p(x) = f'(a) € R

, Yz eD\{a}.

Por outro lado,

plz) =

Temos entao que

f(z) = f(a)

Tr—a

& f(z) = fla) + (z —a)-p(z), Vo e D\{a}.

lim f(x) = f(a) + lim (¢ — a) - p(a)

= fla)+0- f'(a) = f(a),

pelo que f é continua em a € D. O
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Nota 3.14. O Teorema 3.13 diz-nos que

f diferencidvel em a = f continua em a.
A afirmagao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f continua em a # f diferencidvel em a.

Por exemplo, a funcdo médulo do Exemplo 3.10 é continua no ponto zero mas nao é diferencidvel
nesse ponto.
Por outro lado, o Teorema 3.13 é equivalente a afirmar que

f nao é continua em a = f nao é diferenciavel em a.

Por exemplo, a fungao de Heaviside ndo é continua no ponto zero (Exemplo 2.64) pelo que também
nao é diferencidvel nesse ponto (note-se que nestes casos nao é preciso calcular derivadas laterais
como fizemos anteriormente).

Regras Algébricas de Derivacgao.

Teorema 3.15. Sejam f: Df CR =R eg: Dy, CR — R funcoes diferencidveis num ponto
a € DyN Dy. Seja ainda ¢ € R uma constante. Entao, as funcéesc- f, f£g, f-g e f/g (se
g(a) # 0) também sao diferencidveis no ponto a, sendo as suas derivadas dadas por:

(c-f)(a)=c- f'(a)

(f£9)(a) = f'(a) £ 4'(a)

(f-9)(a) = f'(a)-g(a) + f(a)- ¢ (a) (Regra de Leibniz)
AY f'(a) - gla) — f(a) - g'(a)

(5) = (@)?

Nota 3.16. As duas primeiras regras algébricas de derivagao enunciadas neste teorema dizem-nos
que a derivagao é uma operagao linear.

Dem. Provaremos apenas a Regra de Leibniz:

(- 9)(a) = tim L9 @ D) = ([ -9)(a)

h—0 h

iy Flat D) -gla+t ) = f(a) - g(a)
h—0 h

— lim fla+h)-gla+h)— f(a)-gla+h)+ f(a)-gla+h) — f(a) - g(a)
h—0 h

= lim <g(a+h). (f(a+/2)—f(a) +f(a).g(a+hh)—g(a)>

_ (%ii%g(aJrh)) hi% (f(aJr};l)*f(a) Jrf(a).%ig%)g(aJrh}zfg( )

=g(a)- f'(a) + f(a) - ¢'(a),

onde na ultima igualdade se usou naturalmente o facto de f e g serem diferencidveis em a, bem
como o facto de g ser também continua em a (Teorema 3.13). g

Exemplo 3.17. Para qualquer n € N, mostremos pelo método de inducao que a fungéo f(x) = z"
possui derivada em todos os z € R e que a sua fungao derivada é: f'(z) = nz" 1
e Paran =1 temos (x!) =2’ =1 (é um caso particular do Exemplo 3.3).
e Supondo agora que (z") = na"~! para algum n € N, queremos provar que (z"*1)" =
(n+ 1)z™. Ora isso é verdade, ji que:

(2"t = (2" -2) = (") -z + 2" () =nz" 'zt a2 1 =na" + 2" = (n+ 1)z" T,

onde na segunda igualdade usdmos a férmula para a derivada do produto, e na terceira
igualdade usdamos a hipétese de indugao.
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Exemplo 3.18. E possivel mostrar que, para qualquer expoente « € R, a fungao f(z) = = possui
derivada em todos os ponto x € R e que a sua funcio derivada é f/(x) = az®~!. Voltaremos a
este ponto apos revermos a derivagao da fungao composta.

Exemplo 3.19. As fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico sao definidas por

r _ ,—x T —x
senhx = % e coshz = %, Ve eR (cf. Exemplo 2.6).

Usando a derivada da funcéo exponencial (Exemplo 3.6) e a férmula do Teorema 3.15 para a
derivada do quociente, temos que
ey (LY e ey e
eT (em)Q e2z :
Usando também a linearidade da derivagdo, especificada pelas duas primeiras regras algébricas

do Teorema 3.15, obtemos o seguinte resultado para as derivadas das fungoes seno hiperbdlico e
cosseno hiperbélico:

x_ —x\' x —x

(18) (senhz) = (e 28 ) _cte cosh x;
x —z\/ A

(19) (coshz) = (e +26 ) _— 26 =senhz.

Exemplo 3.20. Seja f: D C R — R a funcao tangente, i.e. definida por
sen
f(z) =tanz = —— |, Yo € D = Dy,y (cf. Exemplo 2.5).
cosx
Usando a férmula do Teorema 3.15 para a derivada do quociente, podemos calcular a derivada
desta fungdo tangente num qualquer ponto x € Dy,, da seguinte forma:
senx)/

t ’:(
(anx) COS T

_ (senz) -cosxz —senx - (cosx)

(cos)?(z)

cosx - cosx —senx - (—senx)

cos? x
cos? z + sen’x 1

cos? x cos?2z’

onde se usaram as derivadas das fungoes seno e cosseno (Exemplo 3.4 e Exercicio 3.5), bem como
a relagdo fundamental (4) entre o seno e o cosseno.
Concluimos assim que

d 1
(20) Stane = ——, Y2 € Dian.

Note-se que, definindo a funcao secante como sendo secx = , vem

OS Xx

— tanz = sec? z.

dx

Refira-se que a func@o cossecante é definida como sendo cscx =

1
= —csc’ .

senx’

Exercicio 3.21. Mostre que (cot )" = ———
sen? x

Derivada de Fungoes Compostas.

Teorema 3.22. Sejam g : Dy C R — R uma funcdo diferencidvel num ponto a € Dy e f: Dy C
R — R uma funcdo diferencidvel no ponto b = g(a) € Dy. Entao, a funcdo composta (f o g) é
diferencidvel no ponto a € Dyoq €

(fog)(a) =f'(b)-g'(a) = f'(g(a)) - g'(a).


https://pt.wikipedia.org/wiki/Secante_(trigonometria)
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Dem. Vamos assumir que existe § > 0 tal que, para qualquer h € |—4,6[ com (a+h) € Dy, tem-se
gla+ h) # g(a). Caso contrario, prova-se facilmente que ¢'(a) =0 = (f o g)'(a) (exercicio), o que
confirma a validade do teorema.

Usando a defini¢ao de derivada, temos entao que:

(f o g)(a) = tim L29@+ M) = (fo9)(e)

h—0 h
_ i L@t h) — flg(a)

h—0 h
i Ulglat 1) — f(9(@))) - (glath) — g(a)) ) a
= }ll_>0 h-(g(a+h)—g(a)) (g(a + h) # g(a))
_ i LW+ D) = (@), glath) = gla)
ho gla+h) —g(a) h—0 h .

Como g é por hipdtese diferencidavel em a, temos que

h—0 h
Por outro lado, considerando a mudanca de varidvel y = g(a + h), em que h - 0=y — g(a) = b
(porque, pelo Teorema 3.13, g é continua em a), e usando o Teorema 2.42 referente ao limite de
uma funcao composta, temos também que
o Ftath) = flgla)) _ . Fly) — f(b)

:1 = /b
ey gla+h)—g(a) b y—2> 7,

onde se usou, na ultima igualdade, o facto de f ser por hipétese diferencidvel no ponto b = g(a).
Podemos entao concluir que:

/ . _gla+h) —g(a)
(fog)(a) = %15)% gla+h)—gla) }lbll}r%) - h

O

Exemplo 3.23. Estamos por fim em condiges de mostrar o resultado enunciado no Exemplo 3.18.
Dado a € R e x > 0, observe-se que

xa — ealnr _ f Og(l‘), para g(q;) = ah’ll‘ € f(.]?) = ez.

Como f'(x) =e” e ¢g'(x) = £, vem entdo:
a

(@) = f(9(@) - g'(2) = e = az~L.

Exemplo 3.24. Seja g : D C R — R™ uma funcao positiva e, dado a € R, consideremos a fungio
g% : D C R — RT definida por (¢%)(z) = g(x)®, Yz € D. Observando que g% = (f o g), com
f:RT — RT definida por f(y) = y*, Yy € RT, podemos usar o Teorema 3.22 e o resultado
do Exemplo 3.23 para concluir que, se g é diferencidvel num ponto a € D, entao g¢ também é
diferencidvel nesse ponto a e

(9°)(a) = (fog)(a) = f(g(a)) - ¢'(a)
= (™) ly=g(a) - 9'(a)
=ag(a)* - g'(a).
Ou seja:
g ) = gl L (o),

Exemplo 3.25. Quando o expoente « do exemplo anterior é um nimero inteiro, nao é necessario
que a funcao g seja positiva para a validade do resultado. Na realidade, para qualquer n € Z e



52 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

qualquer funcao g : D C R — R, diferenciavel num ponto a € D, a funcao ¢" : D C R - R
também ¢é diferencidvel nesse ponto a € D e

1) (@) =m0 (o).

Por exemplo, temos que:

— sen®(z) = 5 sen? () cos(z).

dz

Exercicio 3.26. Mostre que (a®) = (Ina)a® e que (log,z)’ = —i— (a,z > 0).
Nota 3.27. Na notagao de Leibniz a regra da fungdo composta pode ser escrita na forma:

d d d

—fg(@)) = —f(y) - =—g(@).

dz dy y=g(x) dx
Muitas vezes esta férmula é expressa na seguinte forma abreviada: se y = g(z) e z = f(y), entao:

dz dz dy

22 =2
(22) der dy dz

Chama-se a isto a regra da cadeia (verao em Célculo Diferencial e Integral IT uma generalizacao
disto para fungoes que dependem de mais do que uma varidvel).

Na forma (22) existe um certo abuso de linguagem pois, por exemplo, z no lado esquerdo
significa a fungdo composta f(g(z)) enquanto que z no lado direito significa a fungdo f(y). No
entanto, este tipo de expressao € util como ilustramos de seguida.

Suponhamos que queremos calcular a derivada da fungio In(z? + 1). Entao tomamos z = Iny
e y = x2 + 1. Temos pois:

de_ds dy 1
de dy dx vy
No final devemos substituir y por z? + 1, obtendo:
dz 2z

dr 22+ 1
que é o resultado correcto.

Derivada de Funcgoes Inversas. J4 vimos em que condigoes a continuidade de f implica a
continuidade de f~1 (recorde-se o Teorema 2.61). Vamos agora ver o que podemos concluir sobre
f~1 quando f é diferencidvel.

Nota 3.28. Notem que, dada uma fungao f : I C R — R continua injectiva e definida num
intervalo, se f é crescente (resp. decrescente) entao f~1 é crescente (resp. decrescente).

Teorema 3.29. Seja f : I — R uma funcdo continua e injectiva num intervalo I, e seja f~1 :
f(I) = I a sua inversa. Se f € diferencidvel num ponto a € I e f'(a) # 0, entio f~! é
diferencidvel no ponto b = f(a) e

1 1

—1\/
UV 0= 7 = e
Dem. Para a prova completa deste resultado podem consultar o Teorema 4.1.9 deste livro. Aqui,
assumindo que f é diferencidvel em todo o intervalo I, com f’(x) # 0, provaremos apenas que, se
1 é diferencidvel em f(I), o valor da sua derivada é, de facto, o especificado no enunciado do
teorema.
Usando a defini¢ao de fungao inversa e o Teorema 3.22, temos que

(frof)z) == ("o f)(z) = (2)

= () (f@) - f2) =1
1

= () (f(2) = )’ Veel.

Fazendo z = a e b = f(a), obtemos assim o resultado pretendido. O
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Exemplo 3.30. Consideremos a funcao f(z) = 2™ e a sua inversa f~'(y) = /¥ que estao
definidas em R, para n {mpar, e em [0, +o0], para n par. Concluimos do Teorema 2.61, que a
raiz-n é uma fungéo continua em todo o seu dominio. Por outro lado, temos que (Exercicio 3.17):

f'(z) =naz" 1 #0, se x #0.
Segue-se do Teorema 3.29 que f~! é diferencidvel para y # 0 e que a sua derivada é dada por:

—1y\/ _ 1
U)W = 71y

1 1

nyrnt

1
_ n
Note-se que este é um caso particular do Exemplo 3.23 (aqui para o = %)7 deduzido com recurso
a outros métodos.

Exemplo 3.31. Como a funcao sen é continua, concluimos do Teorema 2.61 que a fungao arcsen
¢é continua. Como sen é diferenciavel e
(senz) =cosx #0, Va € |-n/2,m/2],
temos pelo Teorema 3.29 que a fungao arco seno é diferencidvel em qualquer ponto x € ]—1,1[.
Para calcular a sua derivada observamos que
1 1

(arcsenz) = (f~1)(x) = 1) = cos(arcsen(z)) Vee]-1,1].

Como
cos(arcsenx) = /1 — 2%, Vo € [-1,1] (exercicio),
concluimos que:
1

23 arcsenz) = ———, Vz €]-1,1].

(23) (aresen ) = ——— ¥ € |-1.1]

Exercicio 3.32. Mostre que arccos é diferencidvel em | — 1, 1[ com derivada dada por:
1

(24) (arccosz)’ = — Veel]-1,1].

V1—2a2’
Exemplo 3.33. Como a tangente é uma funcao continua, a funcao arco tangente também é uma
fungao continua. Por outro lado, pela férmula (20) para a derivada da tangente, temos que

f'(x) = (tanz) = —

2
cos? x

Podemos entao aplicar o Teorema 3.29 para concluir que a fungao arco tangente é diferencidvel

em qualquer ponto x € R e

#0, Ve el-n/2,7/2[.

(arctanz) = (f~'(z)) = —~——— = cos’(arctanz), Vo € R.

f'(f~1(z))
Como

cos(arctanz) = ———, Vo € R (exercicio),
V1+2?

temos entao que

1
—_— R.
T2 Ve

Exemplo 3.34. A funcdo exponencial é estritamente crescente, e portanto injectiva, em todo

o seu dominio R, com contradominio R*. A sua inversa é a funcdo logaritmo. Como a funcao
exponencial é continua em R, a fungao logaritmo também é continua. Como
fll@)=(e") =e"#0, Vz R,
temos pelo Teorema 3.29 que a funcao logaritmo é diferencidvel em qualquer ponto x € RT e
1

“Yz)=Inz nz) =(f2) = ————, Vz +.
[ @)=z = (Inz) = (/" (2)) f’(f—l(a:))’v eR

(25) (arctanz) =



54 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Como a derivada da funcao exponencial f é a propria funcao exponencial f, temos entao que

1 1 1
(26) (Inz) = = ==, VzreR".
fUH)  ff ) =
Obtivemos assim de novo, mas com outro argumento, a expressao da derivada de Inz (recorde-se
que no Exemplo 3.7 usdmos a definigio de derivada).

Exercicio 3.35. Considere a funcao seno hiperbdlico definida no Exemplo 2.6. Mostre que a sua
fungao inversa, argsenh : R — R, é tal que

d 1
argsenh(z) = In (Jc +vVa2+ 1) e @(argsenh(x)) = ma VzeR.
Exercicio 3.36. Considere a restri¢io da fungdo cosseno hiperbdlico ao intervalo [0, +oo[ (cf.
Exemplo 2.6). Mostre que a sua fun¢ao inversa, argcosh : [1, +oo[— [0, 4+oc[, é tal que

d 1
argcoshz = In (a? +Va?— 1) , Ve e[l,4o00][, e d—(argcoshm) == Vo e]l, 400 .
x

2 —

Para resumir, apresenta-se de seguida uma tabela com a derivada de algumas fungoes. Na
coluna da direita, u representa uma fungao de x. Devem decorar a coluna da esquerda como se se
tratasse da tabuada! Observe-se como a coluna da direta resulta da da esquerda em combinagao
com o Teorema da Derivada da Composta.

(xoz)/ — axa—l (ua)/ _ aua—lu/
(eI)/ — el‘ (eu)/ — e’uu/
(a®) = (Ina)a” (a") = (Ina)a™u’
1 u
lnz) == Inu) = —
(Inx) . (Inw) "
1 u

[

log,x)

zlna
senhz) = coshz

senz)’ = cosx

ulna
senhu) = v - coshu

senu) = - cosu

( (
( (
(coshz)" = senhz (coshu)’ = u' - senhu
( (
( (

cosz) = —senx cosu) = —u' -senu
(tanz) = LI sec? x (tanu)" = v u' - sec?u
cos? x cos? u
(cotz) = S R csc x (cotu) = — v —u' - esc?u
sen? z sen? u
1 v
(arcsen l’) = \/17_7 (arcsen 'LL) = \/17_711/2
(arccosx) = I (arccosu) = v
V1o a2 V1—u2
1 o’
r_ e
(arctan x)’ = T2 (arctan u) T

Diferenciabilidade e Extremos Locais.

Definigao 3.37. Seja f : D C R — R uma funcdo e ¢ € D um ponto do seu dominio. Diremos
que f tem um mdzimo local em ¢ (resp. um minimo local em c) se existir um § > 0 tal que
f(z) < flc¢), Yo € Vs(c) N D (resp. f(x) > f(c), Va € Vs(c) N D). Diremos que f tem um
extremo local em ¢ se f tiver um méximo ou minimo locais em ¢ € D.

Teorema 3.38. Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I = ]a,b|, tal que f tem um
extremo local num ponto ¢ € I. Entdo, se f € diferencidvel no ponto c, tem-se f'(c) = 0.
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Dem. Suponhamos que f tem um méximo local no ponto ¢ € I = Ja,b[ (a demonstragao é
inteiramente andloga para o caso do minimo local). Sabemos entao que existe § > 0 tal que, para
x € Vs(c) =]e—6,c+ 4],

f@) < fle) & f(z) = f(c) <0.

Usando este facto, temos entao

f(x) = f(o) <0

! = lim —————= = lim =— >0
fele) = Jim === = lm =520,
enquanto
/ o fl@)—fle) <0
fd(C) azcliglJr r—cC aclig'lJr >0~ 0

Como f é por hipdtese diferencidvel no ponto ¢, podemos concluir que

0< fele) = f'(c) = fale) <0 = f'(c) =0.

Nota 3.39. O Teorema 3.38 diz-nos que

f diferencidvel e com extremo local em ¢ = f'(c) =0.
A afirmagao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f diferenciavel e f'(c) = 0 # f tem extremo local em c.

Por exemplo, a funcao polinomial f : R — R definida por f(z) = 23, cujo grafico est4 representado
na Figura 25, é diferenciavel e tem derivada nula no ponto zero, mas nao tem um extremo local
nesse ponto.

-1 1

FIGURA 25. Gréfico da fungdo polinomial f : R — R definida por f(z) = 2°.

Um ponto ¢ onde f’(¢) = 0 chama-se ponto critico de f. Assim, resumindo a nossa discusséo,
um extremo local é também um ponto critico, mas podem existir pontos criticos que nao sao
extremos locais.

Nota 3.40. Uma fungao pode ter um extremo local num ponto sem que seja diferencidvel nesse
ponto. Por exemplo, a fungao médulo do Exemplo 3.10 tem um minimo no ponto zero mas nao é
diferencidvel nesse ponto.

Exemplo 3.41. O Teorema 3.38 fornece-nos um método para calcular o maximo e o minimo de
uma fungao continua f : [a,b] — R (recorde-se que, pelo Teorema Weierstrass, sabemos que existe
um méximo e um minimo), De facto, os pontos onde f pode ter um méximo ou minimo sao:

(1) Os pontos de Ja, b onde f nao é diferencidvel;

(2) Os pontos criticos de f em |a, b[;



56 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

(3) Os extremos a e b.

Assim, apenas ha que determinar estes pontos e depois calcular f em cada um destes pontos para
verificar se s20 maximos ou minimos de f.

Por exemplo, seja f : [—1,2] — R a fun¢do f(z) = z° — z. Esta fungao tem derivada f'(z) =
322 — 1 para todo o = € [—1,2]. Assim, ndo existem pontos do primeiro tipo a considerar. Como
f'(x) =0 sse

3

32 -1=0 & a::ioux:fL

V3 V3’

e :I:% € ]—1, 2], estes sdo os pontos do segundo tipo a considerar. Finalmente, temos os extremos

do intervalo z = —1e x = 2.
Temos entao que calcular os valores de f em cada um destes pontos. Verifiquem que:
1 2 1 2
i f(= f(=1)=0, f(2)=6.

E LR SRRV L

Portanto, o maximo de f é 6 e ocorre em x = 2; o minimo é —% e ocorre em T =

s

Teorema de Rolle.

Teorema 3.42. (Teorema de Rolle) Seja f uma fungao definida e continua num intervalo limitado
e fechado [a,b], e diferencidvel em |a,b|. Entdo

fla) = f(b) = 3Fce€]a,b]: f'(c)=0.

FIGURA 26. Versao geométrica do Teorema de Rolle.

Dem. Como f estda nas condicoes do Teorema 2.77 - Weierstrass, sabemos que f tem méaximo e
minimo em [a, b]:

M = max e m=minf.
[a,b] f [a,b] f

Se M = m, entao f é uma fungao constante em [a,b] pelo que
f'(c)=0, Vcela,b.
Se M > m, entao a hipétese f(a) = f(b) implica que pelo menos um dos valores M ou m seja

assumido por f num ponto ¢ € Ja,b[. Temos entdo que f tem um extremo nesse ponto ¢. Como f
é por hipdtese diferencidvel, podemos usar o Teorema 3.38 para concluir que entao f'(¢) =0. O

Corolario 3.43. Entre dois zeros de uma funcdo diferencidvel existe sempre (pelo menos) um
zero da sua derivada

Dem. Basta aplicar o Teorema 3.42 a uma funcao f, continua em [a,b] e diferencidvel em ]a, b,
tal que f(a) = 0= f(b). O

Corolario 3.44. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcdo diferencidvel, ndo pode
existir mais do que um zero da prépria funcdo.

Dem. Redugao ao absurdo + Corolério 3.43. Exercicio. O

Exemplo 3.45. Se f é duas vezes diferencidvel em R e tem 3 raizes, entdao f” tem (pelo menos)
um zero: se f(ry) = f(r2) = f(r3) = 0, com r1 < ry < r3, entdo do Teorema de Rolle vem
f'(s1) = f'(s2) = 0 para alguns sy €]ry, 73] e sa €]ra, r3[. Aplicando agora o Teorema de Rolle a
f' - que é também diferencidvel em R - temos que f” tem (pelo menos) um zero em |sy, sal.
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Exemplo 3.46. A equagdo e® = 3z tem exactamente 2 solugdes: Vemos separadamente que:

(1) tem pelo menos 2 solugoes. (Exercicio, usando o Teorema de Bolzano).
(2) tem no méaximo 2 solugoes (pelo Teorema de Rolle).

Logo tera exactamente 2 solucdes. Para ver (b): seja f(z) = e — 3z, diferencidvel em R. Temos
fl(x) =e*—3e f'(x) =0 < z =In3 tem uma s6 solugdo. Segue-se do Teorema de Rolle que f
tem no maximo dois zeros.

tal que a reta tangente é

Geometricamente, o Teorema de Rolle diz que hd um ponto ¢ €]a, b tal
(b, f(b)) (j& que assumimos

horizontal, ou seja, paralela & recta secante que passa por (a, f(a)) e

fla) = [(0)).

Teorema de Lagrange. O préximo teorema é um dos resultados mais importantes do Célculo
Diferencial, a partir do qual se deduzem vérias propriedades fundamentais.

Teorema 3.47. (Teorema de Lagrange) Seja f uma funcdo definida e continua num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidvel em ]a,b[. Entao, existe pelo menos um ponto ¢ € |a, b tal

que
o= 1O 1@

Nota 3.48. O Teorema de Rolle é o caso particular do Teorema de Lagrange que se obtém quando
f(a) = f(b). Geometricamente, o Teorema de Lagrange diz que hd um ponto ¢ €]a, b tal que a
reta tangente é paralela & recta secante que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)).

FI1GURA 27. Versao geométrica do Teorema de Lagrange.

Nota 3.49. No caso em que f = f(¢) representa a posi¢do de um objecto em movimento ao longo
de uma reta entre os instantes de tempo t = a e t = b, o Teorema de Lagrange afirma que hé
sempre um instante de tempo onde a velocidade instantanea é igual a velocidade média.

Dem. Seja
f(b) — f(a)
b—a

eR.

Temos assim que
f(0) = fla) = Mb—a) = f(b) = Ab= f(a) — Aa.

Consideremos a fungao ¢ : [a,b] — R definida por
g(l‘) = f(I) 7)“177 Ve [a7b] .
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Como

f(b) = Ab = f(a) — da = g(b) = g(a)
e g é continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b[, podemos aplicar o Teorema de Rolle para concluir
que existe ¢ € |a, b[ tal que

b) —
) =0= 1)~ A=0= fe) == DD O
Exemplo 3.50. Prove-se que e* > 1+ x, x > 0.

Vamos aplicar o T. Lagrange a f(z) = e® no intervalo [0,z]. Temos entdo que existe ¢ €]0, x|
tal que

flx)—fr0) _ et -1 _ .

po = f'(c) & ——=c
Como ¢ >0=e¢e“>1ex>0,logo

e’ —1

=e“>1=e">1+u.
T

(Também é verdade que e > 1+ x, para © < 0. Reparem que y = z 4+ 1 é a equacdo da recta
tangente em z = 0.)

Exemplo 3.51. Prove-se que = < tanz, = €]0,7/2].

De novo, vamos aplicar o T. Lagrange a f(x) = tan no intervalo [0, z]. Temos entao que existe
¢ €]0, z[ tal que
— f(0 t 1
F@) SO iy ot 1

z—0 T cos? ¢

ja que cos? x < 1 em 0, 7/2[. Logo como z > 0, segue-se que tanz > .

O Teorema de Lagrange estd na base de tudo o que veremos a seguir, ja que nos permite estudar
o comportamento de uma funcao a partir de propriedades (muitas vezes simples) da sua derivada.
E fundamental em:

estudo de monotonia e classificacao de extremos a partir do sinal da derivada;
célculo de limites - levantamento de indeterminagdes (Regra de Cauchy);
estudo de concavidades a partir do sinal da segunda derivada;

aproximacao de fungdes por polindmios (Polinémio de Taylor);

Exemplos de Aplicagao do Teorema de Lagrange.

Corolario 3.52. Se f ¢ uma fung¢do nas condi¢oes do Teorema de Lagrange, entdo:
(i) f'(z)=0,Vx €la,b[= f € constante em [a,b];
(ii) f'(z) >0, Vz €la,b[ = [ € estritamente crescente em [a, b];
(i) f'(z) <0, Vx €la,b] = f € estritamente decrescente em [a,b].

Dem. Sejam x1,x2 € [a,b] com 21 < 2. Entdo, pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ € |xy, z2[ tal
que

@) fla) D, e
Fle) = TR o fan) — f(an) = F(e)(wa — 1) = { > 0, se f/(c) > O;
X1 — T2
<0, se f'(e) <0.
Logo,

constante,  se f’(c) = 0;

a funcdo f é { crescente, se f'(c) > 0;

decrescente, se f'(c) < 0.



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 59
Exemplo 3.53. Consideremos a funcdao f : [~1,2] — R definida por f(z) = 2* — z que ja
considerdmos anteriormente no Exemplo 3.41. Vimos entdo que f’(z) = 322 — 1 tem dois zeros
sLe o 1 .
(pontos criticos) em z = + 75 Temos que:
e f/(x) > 0 no intervalo (—1, —%)7 logo a funcéo é estritamente crescente neste intervalo;
/ : a4
e f/(x) < 0 no intervalo (_\/g’ 7
e f'(x) > 0 no intervalo (%, 2), logo a funcao é estritamente crescente neste intervalo.
Estes intervalos de monotonia mostram que = ——= é um méximo local e x = % é um minimo

V3
local de f.

), logo a func¢ao é estritamente decrescente neste intervalo;

Corolario 3.54. Seja f uma funcdo nas condigoes do Teorema de Lagrange. Entdo, se existir o
lim, .+ f'(x), também existird a derivada lateral fi(a) e

fala) = lim_f'(z).
z—a™t
Analogamente, se existir o im,_,,— f'(x), também existird a derivada lateral f.(b) e
fe() = lim f'(z).
T—b~

Dem. Para cada z € ]a, b], sabemos pelo Teorema de Lagrange que existe um & = £(z) € |a, [ tal
que
f@) - f(a)

r—a

f'©) =

Como

a<&=¢@) <a= lim g()=a",

podemos usar o Teorema 2.42, relativo ao limite de fungoes compostas, para concluir que

/ . f(:C) — f(a) . !
a) = lim ——————~ = lim . O
i) = Jim SO = i f(6)
Este 1ltimo resultado é especialmente t1til para verificar a diferenciabilidade nalguns pontos
delicados de fungoes definidas por ramos, ja que permite evitar em muitos casos o calculo de
derivadas a esquerda e a direita por definicao.

Exemplo 3.55. Pretende-se determinar os pontos x € R onde a fungao f : R — R, definida por

2

2 ze T, x> 0;
f(z) =lale /2={ 2

x

—ze 7, <0

é diferencidvel, bem como calcular a sua derivada nesses pontos.
2
Para > 0 a funcdo f é definida por f(z) = ze * /2, Vo € R*, pelo que é claramente
diferencidvel com derivada dada por

2 / 2 2 2
f(x) = (xe*$ /2) =12 4p. (—x)e ™/ =1—-1a?)e /2 Yz eRT.

Para z < 0 a funcao f é definida por f(z) = —=z e‘xz/Q, Vo € R7, pelo que também é claramente
diferencidvel com derivada dada por

!
f(z)= (—x e’x2/2) =(-1)- e "2 (—z) - ((—=) e’w2/2) = (~1+2% e /2 Yy eR™.
Para x = 0, podemos usar o Corolério 3.54 do Teorema de Lagrange para calcular as derivadas
laterais de f:
£0)= lim f(z)= lim 1-22)e*/2=1 e
z—0t

z—0t

f2(0) = lim f'(z) = lim (-1 +x2)e*w2/2 - _1.

z—0~ x—0~

Como f;(0) =1# —1 = f.(0), concluimos que f nao é diferencidvel no ponto zero.
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1
Exemplo 3.56. Seja f(x) = arctan <|>, x #0, f(0)=m/2.
x
Temos f continua em 0 e f'(x) = R x> 0, logo lim, o+ f'(z) = —1 e assim f}(0) = —L1.
x

Para z < 0 temos f'(z) = poa logo lim,_,g- f/(z) =1 e assim f/(0) = 1. Conclui-se que f nao
x

¢é diferenciavel em 0.
Teorema de Cauchy.

Teorema 3.57. (Teorema de Cauchy) Sejam f e g fungdes definidas e continuas num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidveis em la,b[. Entdo, se ¢'(x) # 0, Yz € ]a,b|, existe pelo
menos um ponto c € |a, b| tal que

fe) _ £(b)— f(a)

g'(c)  g(b) —g(a)

Nota 3.58. O Teorema de Lagrange é o caso particular do Teorema de Cauchy que se obtém
quando g : [a,b] — R é dada por g(z) =z, Vz € [a,b)].

Dem. Sabemos pelo Teorema de Rolle que

g'(x) #0, Va €la, b = g(a) # g(b) .

Seja entao

e consideremos a funcao ¢ : [a,b] — R definida por

p(x) = f(x) = Ag(x), YV € la,b] .

Temos entao que ¢(a) = @(b) (verifiquem que de facto assim é), e ¢ é continua em [a,b] e
diferencidvel em ]a,b]. Podemos portanto aplicar o Teorema de Rolle para concluir que existe
¢ € la, b] tal que

P'(c)=0= f'(c) =N (c) =0=

Regra de Cauchy ou de L’Hépital.

Teorema 3.59. (Regra de Cauchy — primeira versao) Sejam f e g fungdes definidas e dife-
rencidveis num intervalo aberto |a,b[. Suponhamos também que:

(i) ¢'(x) #0, Yz € ]a,b[;

lim f(z)=0= lim g(z) ou lim f(z)=+oco= lim g(z).

r—at z—a™t z—a™t r—at
Entao,
!
F@) existe em R = lim @) existe em R
z—at g/(x) z—at g(;v)

f@) _ o P@)

z—at g(m) - r—at g’(m) '

Nota 3.60. As versoes andlogas deste teorema para os limites

f(@) i Lz) ie. a =—00 im M i = +00
, mg@mg(x) (i.e. ), e ILﬁog(x) (i.e. b=400),

11m
a—b— g(x)

também sao validas e serao usadas na sequéncia.
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Dem. Faremos apenas o caso em que lim,_,,+ f(z) =0 = lim,_,,+ g(x). Podemos entao prolongar
f e g por continuidade ao ponto a € R, fazendo f(a) = 0 = g(a), e usar o Teorema de Cauchy
para mostrar que, para cada x € |a, b[, existe um £ = £(x) € |a, z[ tal que

@) @) - f@ e
9(@)  g(x) —gla) ¢ (&)
Como x — a™ = £ — a™, podemos entdo concluir que

!/
lim @ = lim f,(g) . (]
z=at g(x)  emat g'(8)
Corolario 3.61. (Regra de Cauchy — segunda versao) Sejam I um intervalo aberto, a € I um
ponto desse intevalo (ou a = —o0 se I =]—00,¢[, ou a = 400 se I =]c,+0[, comc€R), f eg

fungées definidas e diferencidveis em I\ {a}, com ¢'(x) #0, Va € I'\ {a}. Suponhamos que

lim f(z) = 0= lim g(z) ou lim f(z) = oo = lim g(z).

Entao,

sempre que o limite da direita existir em R.

Temos assim que a Regra de Cauchy é um método para
. L . 0 00 o o o
resolver indeterminacoes do tipo 0 ou — em limites de fungoes diferenciaveis.
00

Exemplos de Aplicagao da Regra de Cauchy.
Exemplo 3.62.

0
| sen(z) == % iy cos(x) =cos(0) =1
z—0 T 0 z—0 1
Exemplo 3.63.
1-— 1 1 1
lim cos(x) _Ore lim sen(x) _ 1 sen(x) _1,_1
x—0 1‘2 0 x—0 2x 2 z—0 x 2 2
Tem-se entao que
. 1l—cos(z) 1
2 lim ———/ _ =
Exemplo 3.64.
1 _
lim x-In(z) =07 - (—oc0) = lim nga:) = 8BS iy = lim (—z) =0
z—0+ z—=0+ = +00 =0t — -5 z—0+
Tem-se entao que
28 li -1 =0.
(28) iz Ine)

Exemplo 3.65. O célculo seguinte ilustra mais uma aplicacao simples da Regra de Cauchy:
. e’ 400 RC e’  +oo
Im —=—= lim —=—=+40c0.
z—+0o I +0oo r—+oo 1 1
De facto, combinando este tipo de cédlculo com o Método de Indugao Matematica, obtém-se facil-

mente que:

X

.ooer
(29) IEIEOOE—O,VICGN.
Efetuando a mudanca de varidvel y = e*, deduzimos que
1
lim —X -0, VkeN.

z—+oo "
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Exemplo 3.66. Pretende-se calcular o seguinte limite:

_1
z

. e
lim
z—0t T
Uma primeira tentativa poderia ser a seguinte:
1 _1 _1
_er e Opc . € . eT 0
lim = =—- "= lim = lim — =—-=
z—=0t T 0 0 z—0+ 1 z—0t 0

Uma segunda abordagem, com melhores resultados, poderia ser a seguinte:

1 1
. €= . = 400 RC .. -2 .
lim — = lim % =— = lim —*—F = lim e
=0t & z—0t e +00 z—0+ —5-er z—0+

-1 —o0o
=

=e =0.

De facto, e tendo em conta o resultado (29) do Exemplo 3.65, a melhor abordagem seria neste
caso a seguinte:
€ Y

lim = lim = lim = =0,
rz—0t T z—=0t ¢ y——+oo eY

‘H =

B

onde se fez a mudanga de varidvel y = 1/x, em que z — 07 & y — +oc.

Exemplo 3.67. Pretende-se calcular o seguinte limite:

senz __ 00

lim =z = indeterminacao.

z—0t
Tendo em conta que

5enT — e1n(w

sonm . . i : o
) — esena Inz , Vae Rt = lim z%"% = ehmmﬂ(ﬁ senz-Ilnxz
z—0*t
(onde usdmos a continuidade da funcdo exponencial), podemos determinar o valor do limite inicial

calculando o seguinte limite auxiliar:

Inz —00 RC =

lim senz-Inz =0-(-00) = lim —— = = —
+ + — cos

=0 z—=0 sen x +0oo sen? x

. sen’ . senx senw
= lim —— = — lim . =—-1.-—-=0
z—0t T -COST z—0t T cosx 1
Temos assim que
lim z5¢%% — elimw—>0+ senz-lnz _ 60 -1

z—0t

Nota 3.68. O método do exemplo anterior, que permitiu resolver uma indeterminacao do tipo
0%, também pode ser usado para resolver indeterminacoes do tipo oo® e 1°.

Exemplo 3.69. Pretende-se calcular o seguinte limite:

lim (cos ac)l/””2 =1

= indeterminagao.
x—0

Tendo em conta que, para qualquer x € |—7/2,7/2],
cos x)

2 1/22 In( . 2 :
(COSI)I/I _ eln((cosz) ) — e o2 . III%(COS x)l/a: _ ehmm—m
T—

In(cos z)
E

podemos determinar o valor do limite inicial calculando o seguinte limite auxiliar :

. In(cosz 0 po . —=n% . sen T 1 1
lim (2 ):7: cosT  _ |im — —_ =_1.— =_
z—0 T 0 z—0 2x z—0 T 2cosx 2-1 2
Temos assim que
2 . In(cos z) 1
lim (cosz)t/® = elMe—o 7oz — o71/2 =
z—0 \/E
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Derivadas de Ordem Superior a Primeira.

Definigcao 3.70. Seja f : I — R uma fungdo diferencidvel no intervalo I = Ja,b[. Se a fungao
derivada f’: I — R for diferencidvel, a sua derivada (f’)" é designada por segunda derivada de f

e representa-se por
d’f
f" ou —% ou @,
dz
Mais geralmente, a n-ésima derivada de f define-se, por recorréncia, como a derivada da (n—1)-

ésima derivada de f, quando esta existir:

= (f("_1)>/ ou oy d (d"—1f> .

dz"  dx \ dzn—1

Defini¢ao 3.71. Seja f : I — R uma funcao definida no intervalo I = ]a, b[. Se existir a n-ésima
derivada de f em todo o intervalo I, e f() : I — R for uma funcéo continua, diremos que f ¢ uma
funcao de classe C™(I), ou que f € C™(I). Diremos ainda que f é uma fungao de classe C°(I) se
f for continua em I, e que f é uma fungao de classe C*>°(I) se f € C™(I), Vn € N.

Exemplo 3.72. Consideremos a fun¢do f : R — R definida por

0, sex<O0;

f(z) =22 H(z) = { , -0 (H representa a fungio de Heaviside — Exemplo 2.22.)
se x> 0.

=,

Esta funcao é diferencidvel em todo o R, com derivada f’: R — R dada por
0, sex<0;
2z, sex > 0.

f’($)=2w'H($)={

Esta derivada f’ é por sua vez continua em todo o R, mas diferencidvel apenas em R\ {0}, com
f”" R\ {0} = R dada por
F(2) = {O, se x < 0;

2, sex>0.

Como f!(0) =0# 2 = f(0), ndo existe de facto segunda derivada de f no ponto zero.
Assim, temos que f € C*(R) mas f ¢ C*(R).

Exemplo 3.73. Consideremos a fungao f : R — R definida por
x?cos(1/xz), sex #0;
flay = {7 )
0, se z = 0.
Esta funcao é claramente diferenciavel para x # 0, com derivada dada por
f'(z) = (% cos(1/z)) = 2z-cos(1/x)+x?((—1/2?)(—sen(1/x))) = 2x cos(1/x)+sen(1/x), Va # 0.
Pelo Principio do Encaixe (Teorema 2.40) tal como j4 tinha sido feito no Exemplo 2.36, temos:
lin% x cos(1/x) = (infinitésimo) x (fungao limitada) = 0.
z—
Assim, vemos que
lim f/(z) = lim (2z cos(1/z) + sen(1/z)) = lim sen(1/x) = nao existe (cf. Exemplo 2.35),
z—0 z—0 z—0
pelo que neste caso nao é possivel recorrer ao Corolario 3.54.

De facto, a fungao f é diferencidvel no ponto zero com derivada f’(0) = 0, como se pode verificar
usando a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto:

£(0) — i F@ = FO) o cos(1/)

z—0 x—0 z—0 T
Temos assim que f é uma funcio diferencidvel em todo o R, com derivada f’ : R — R dada por

() = {Qxcos(l/x) +sen(1/z), sex #O0;

= il_r)r%)a: cos(1/x) =0.

0, se x = 0.
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Por outro lado, como o lim,_,o f'(x) nao existe, esta fungdo f’ ndo é continua no ponto zero.
Temos entao que f € CO(R), existe f': R — R, mas f’ ¢ C°(R) pelo que f ¢ C1(R).

Exemplo 3.74. A funcdo exponencial f : R — R, dada por f(z) = e”, Vo € R, é uma fungao
de classe C*°(R). Para qualquer n € N, a n-ésima derivada de f existe e é continua em todo o R:

f™ R = R, dada por f7(z)=e", V& € R.

Segunda Derivada e Extremos Locais. A segunda derivada fornece-nos um teste simples para
verificar se um ponto critico é um maximo ou minimo local:

Teorema 3.75. Seja f uma funcao de classe C*(]a,b]) e ¢ € |a,b] um ponto critico de f. Entdo,

(i) f"(c) > 0= f tem wm minimo local em c;
(ii) f"(c) < 0= f tem um mdzimo local em c.

Nota 3.76. Quando f”(c) = 0, e tendo apenas essa informagao, nada se pode concluir sobre a
natureza do ponto critico c.

Dem.
(i) Temos por hipdtese que f” é uma fungéo continua, com f”(c¢) > 0. Pelo Corolario 2.72, sabemos
entao que
existe 6 > 0 tal que f”(z) > 0 para todo o x € |c — 4, c + d].
Podemos agora usar o Corolério 3.52 do Teorema de Lagrange para concluir que

a fungao f’ é estritamente crescente no intervalo |c — d, ¢ + 4.
Como por hipédtese ¢ é um ponto critico de f, sabemos que f’(¢) = 0 pelo que
f'(z) <Oparaz €lc—6,8] e f'(z)>0parax€lc,c+d[.
Usando novamente o Corolério 3.52 do Teorema de Lagrange, podemos finalmente concluir que
f é decrescente em J¢c — §,6] e f é crescente em |c, ¢+ ],
pelo que f tem, de facto, um minimo local no ponto ¢ € ]a, bl.
(ii) Exactamento andlogo a (i). O

Exemplo 3.77. Voltemos ao exemplo da funcdo f : [~1,2] — R definida por f(z) = 2® — 2

que ja consideramos anteriormente. Vimos que os pontos criticos de f eram x = j:%. Como

f"(x) = 6z, temos que:
1 1
f(——=)<0, f"(—=)>0,
( V3 ) (\/5 )
logo x = —% é um maximo local e x = % é um minimo local. Esta mesma informagao tinha
sido obtida anteriormente analizando o sinal da primeira derivada.

Concavidades e Inflexoes.

Definicao 3.78. Seja f : ]a,b[ — R uma funcao diferencidvel num ponto ¢ € ]a, b[. Diremos que
f é convexa em ¢ (resp. concava em c), ou que f tem a concavidade voltada para cima em c (resp.
concavidade voltada para baizo em c), se o gréafico de f estiver localmente (i.e. numa vizinhanga
de ¢) por cima (resp. baizo) da recta tangente ao gréfico de f no ponto ¢. Ou seja, f é conveza
em ¢ (resp. céncava em c) se existir 6 > 0 tal que

f@)—=f(e)> f'(c)- (x—c¢), paratodo oz €]c—4d,c+ ]
(resp. f(z) — f(e) < f'(¢) - (x — ¢), para todo o x € |Jc — §,c+ d]).

Diremos que f tem um ponto de inflexdo em c se existir 6 > 0 tal que, f é convexa num dos
intervalos Jc¢ — 4, c[ ou ¢, ¢ + d] e concava no outro.

Teorema 3.79. Sejam f € C?(Ja,b]) e c € ]a,b[. Entio:
(i) f"(c) > 0= f € convera em c;
(ii) f"(c) < 0= f € concava em c;
(iii) (f"(c) =0 e f” muda de sinal em c) = f tem um ponto de inflexao em c.
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Dem. Consideremos a funcéo auxiliar g : ]a,b[ — R, definida por

g(z) = (f(x) = f(e) = f'(¢) - (x — ), Y € a, 0] .

Tendo em conta a Definigao 3.78, temos que estudar o sinal desta funcao auxiliar g numa vizinhanca
de ¢ € ]a, b].
Observemos primeiro que:

g9(c) =05 g'(z) = f'(x) = f'c) = ¢'(c) =05 g¢"(x) = f"(z) = g"(c) = f"(c).
Tendo em conta o Teorema 3.75, podemos entao concluir que:
(1) (f"(c) > 0) = (¢"(c) > 0) = (g tem um minimo local em ¢) = (g(x) > g(c) = 0 numa
vizinhanga de ¢) = (f é convexa em c);
(i1) (f"(c) < 0) = (¢"(c) < 0) = (g tem um méaximo local em ¢) = (g(z) < g(¢) = 0 numa
vizinhanca de ¢) = (f é concava em c);
(iii) (f” muda de sinal em ¢) = (f muda de convexidade em c).

Assimptotas ao Grafico de Uma Fungao.

Definicao 3.80. (Assimptotas Verticais) Sejam I um intervalo, a € I e f uma fungdo definida
em I\ {a}. Diremos que a recta vertical de equagdo = = a é uma assimptota vertical ao gréfico
de f se

limi f(z) = oo (qualquer uma das 4 combinagdes de sinais serve).

T a
Defini¢gao 3.81. (Assimptotas Obliquas) Seja f uma funcao definida num intervalo da forma
]—00,a[ (resp. Ja,+0]), com a € R. Diremos que a recta de equagao

y=mm+p, m7PER7
é uma assimptota d esquerda ao grafico de f (resp. assimptota a direita ao grafico de f) se

lim (f(x) = (m-z+p))=0

T——00

(resp. lim (f(z)—(m-z+p))=0).
r——+o0
No caso particular em que m = 0, diremos que o gréfico de f tem uma assimptota horizontal a

esquerda (resp. assimptota horizontal a direita).

Teorema 3.82. Seja [ uma funcdo definida num intervalo da forma |—oo,a] (resp. ]a,+o0[),
com a € R. O grdfico de f tem uma assimptota d esquerda (resp. direita) se e sé se existirem e
forem finitos os limites:

@ m=tm D) e m (f@) -me)
fresp. (@ m=tm IO ) o (@) -mew)).

Nesse caso, a assimptota o esquerda (resp. direita) € inica e tem equagdo
y=m-xr+p.

Dem. Faremos apenas o caso da assimptota a esquerda, sendo o da assimptota a direita comple-
tamente andlogo.

(=) Suponhamos que a recta de equacao y = mz +p, m,p € R, é uma assimptota & esquerda ao
grafico de f. Entao

lim (f(z) = (m-z+p)) =0,

T—r—00

pelo que a fungao auxiliar ¢, definida por

o(x) = (f(x) — (m-x+p)) , satisfaz zEIPoo p(z)=0.
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Temos entao que

f(z)

im 1@ _ o, et e@)

T——00 I T——00 x T——00

lim (m—l—p—i—(p(x)):meR
T T

i (o) =)= m (o4 o(a) =p € R,

pelo que os dois limites em causa existem e sdo finitos.
(<) Suponhamos agora que existem e sdo finitos os limites referidos em (a) e (b), com valores
m,p € R. Temos entao que

lim (f(z) = (m-z+p)) =0,
Tr—r—00
pelo que a recta de equagao y = ma + p é uma assimptota & esquerda ao grafico de f. O

Exemplo de tracado do grafico de uma fungao.

Exemplo 3.83. Pretende-se determinar intervalos de monotonia, extremos, concavidades, in-
flexdes e assimptotas da fungéo f: R\ {0} — R, definida por
f@)=a-e/* Va0,

bem como esbogar o seu grafico.
A funcao f é diferencidvel em R\ {0}, com derivada f': R\ {0} — R dada por

fl(z) = et/ <1 - i) Yz #£0.

Temos entao que
>0, sex€]—00,0[U]l,+o0];
f(x)=<X=0, sex=1;
<0, sex€]0,1];
logo concluimos que

crescente , em |—00,0[ e em ]1,+o0[;
fé
decrescente, em ]0,1].

Podemos também ja concluir que f tem um minimo local em =z = 1.
A derivada f’ é também diferencidvel em R\ {0}, com derivada f” : R\ {0} — R dada por
el/m

f'(z) = PERE Vo #0.
Temos entao que

() = {< 0, sex€]—00,0[; Ny {céncava, em |—00,0];

>0, sex€]0,+o0; convexa, em |0, +ool.

Podemos também ja concluir que f nao tem pontos de inflexdo (notem que f nado estd sequer
definida no ponto zero).
O tnico ponto onde f pode ter uma assimptota vertical é o ponto zero. Temos que
lim f(z)= lim z-e/*=0.e">° =0,
x—0~ x—0~
enquanto que
1/x el/z +00 RC 1/z

lim f(z)= lim -/ = lim —— = —— = lim e

= = —"—OO .
z—0+ z—0+ a—0t+ 1/x 400 aso0t

O resultado deste segundo limite diz-nos que a recta vertical de equagao x = 0 é de facto uma
assimptota vertical ao grafico de f.
Como
T
lim /(@)

D2 = lim e/ =e"=1=meR
r—+oo I T—+oo
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et/r -1 e¥ —
lim (f(z) —maz)= lim (z-e'/*—2)= lim —— = lim
r—+oo r—Fo0 T—Fo0 1/3} y—0%t Y

1
=1=peR

(onde se fez a mudanca de varidvel y = 1/z, em que ¥ — +00 < y — 0F), temos que a recta de
equagao y = ¢ + 1 é uma assimptota ao grafico de f, tanto a direita como a esquerda.
A Figura 28 apresenta o esboco do gréfico de f.

5

1

7

7/
7/
% 2 7 2 4
7/
o -1
7/,
7,
7,
7,
Y,
Y,
/
y -3

FicuraA 28. Esbogo do gréafico da fungao f do Exemplo 3.83.

Polinémio de Taylor. Seja f: D — R uma fungao real que ¢ diferenciavel em = = a. Recorde-
mos que a recta tangente ao grafico de f em a é dada pelo grafico do polinémio do 1° grau:

_ !
Pra(@) = f(a) + f'(a)(z — a).
Podemos ver este polinémio py () do 1° grau como uma aproximacao de 1* ordem & nossa funcao
f, em torno de z = a.
Suponhamos que, em vez de aproximar f(z) por um polinémio do 1° grau, querfamos aproximar
f(z) por um polindmio do 2° grau, em torno de & = a. Vamos escrever este polinémio na forma:

D2,0(x) = ag + a1 (x — a) + as(z — a)Q.

O seu gréfico é a pardabola que melhor aproxima o grafico de f em torno de # = a, como sugerido

na figura abaixo.

0

0 2 s 6 s 1
FiGura 29. A funcdo f(x) = sen(z) + x/2 e a aproximagdo por um polinémio

de grau 2 em torno de x = 4.

Notem que se p2 4(z) é uma boa aproximacdo de f(x) em torno de a, entdo os valores py (z)
e de f(z) em a, bem como os das suas derivadas, deverao coincidir:

f(a) = p2,a(a) = ao,
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f'(a)
f"(a)

Assim, concluimos que o polinémio ps () que melhor aproxima f(x) em 2* ordem em torno de
x = a devera ser dado por:

p,2,a (a) = ay,

pIQ/,a (a) = 2as.

pra®) = f(a) + f/@)(x —a) + LD — a2

E claro que nada nos impede de tentar aproximar f, em torno de a, por um polinémio de grau
n qualquer. Nesse caso, escrevendo o polinémio na forma:

Pral®) = a0+ ar(@ - a) -+ a,(& — 0",

e impondo que f(z) e pp o(z) tenham as mesmas derivadas até ordem n, obtemos:
f(a) = pn.a(a) = ao,
f(a) =pyqla) = a1,

f"(a) = pp o(a) = 2a,

FP(a) = pifa(a) = klay,

)

F(a) = p{(a) = nla,.

s

Concluimos que se f é diferencidvel até ordem n, o polinémio p,, 4(z) que melhor aproxima f(x)
até ordem n, em torno de x = a, devera ser dado por:

"(q () (g n ) (g
) pnale) = S0+ @)+ TP o+ ey = S 0t

Definigao 3.84. Seja f : D — R uma funcao com derivada de ordem n em a € D. Chama-se
polinémio de Taylor de grau n de f em a, ao polinémio de grau n dado por (30).
No caso das fungoes elementares este polinémio é muito simples de calcular.

Exemplo 3.85. Seja f(x) = e®. Notem que, para qualquer natural k,

(@) = e”.
Assim, temos que f*)(0) = e = 1, logo o polinémio de Taylor de e® de grau n, em = = 0, é:
22 23 2t z" "L gk
k=0

Exemplo 3.86. Seja f(z) = Inz. Vamos calcular o polinémio de Taylor de grau n, em z = 1.
Um célculo simples fornece:

In'(z) = %, In'(1) = 1;
In"(z) = —%, In"(1) = —1;
In"'(z) = %, In"'(1) = 2;
™ (z) = (—1)’f—1L _kl)!, ™ (1) = (~1)F (k- 1)L
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Logo o polinémio de Taylor de Inz de grau n, em x =1, é:
(@-1? @-1 @-1)’
2 3 4 n

Pa(@) = (2—1)—

Exemplo 3.87. Seja f(x) = senz. Notem que:
sen’(m) = cos(x), sen”’(z) = cos'(z) = —senx,
sen’' = —sen’z = —cosx, sen””(x) = — cos’ x = sen .

Tendo obtido senx de novo, nao precisamos de calcular mais derivadas: as derivadas repetem-se
num ciclo de 4. Em particular, em x = 0 obtemos:

sen(0) = sen™® (0) = sen®(0) =
sen’(0) = sen® (0) = sen(0) = - - - = COS(O) =1,
sen” (0) = sen'® (0) = sen? (0) = - -+ = —sen(0) = 0,
sen” (0) = sen(”(0) = sen™(0) = --- = — cos(0) = —1.
Portanto, o polinémio de Taylor de senx, em x = 0, é:
O I S § p2ntl n . a2t
n — —_ —_—— — DR —1 ni = _1 .
Pantro(@) =@ = gp b =g o CD G kzzo( UNETETT
Exercicio 3.88. Mostrem que o polinémio de Taylor de cosz, em =z = 0, é:
22 gt 46 22" n 22k
— 1 P R — . e _1 n = —1 k .
Pan.o(®) TR T TR A G kZ:O( UNETAl

O resultado seguinte torna precisa a ideia de que o polinémio de Taylor de grau n é uma boa
aproximagao da funcao até ordem n:

Teorema 3.89. Seja f: D — R uma fung¢do com derivada de ordem n em a € D e seja pp, q(x)
o seu polinomio de Taylor de grau n em a. Entdo:
lim f(z) = pn,a(z)
r—a (1‘ — a)”

=0.

Demonstracdo. Notem que se separarmos o termo de grau n no polinémio de Taylor, obtemos:

1) = pnal@) _ f@) = pora(e) = 0@ - )" (@)~ purale)  S(0)

(x —a)” (x —a)” (z —a)” n!

Basta pois mostrar que:

) pura() _ f)
im = .
z—a (x —a)” n!
Para isso, vamos aplicar a regra de Cauchy: Seja h(z) := f(x) — pn—1,o(z) 0 numerador e g(x) :=
(z — a)™ o denominador. Deve ser claro que:
o W) (z) é continua em a para 0 < k <n —1;
e h(a) =H(a)=---=h""V(a) =0, pois f(z) e p,_1..(r) tém as mesmas derivadas em a
até ordem n — 1;
e g (x)=nn—1n-2)--(n—k+1)(z—a)""
Podemos pois aplicar a regra de Cauchy n — 1 vezes, obtendo:

o @) = prale) TV )

z—a (x —a)” z—a nl(x — a)

Observem que como py,—1,q(z) é um polinémio de grau n — 1, a sua derivada de ordem n — 1 é
constante. De facto, p(nfl)(x) = f("=Y(a), logo:

n—1,a

o L&) = Prra(@) 1O ) - £ D a)
roa (Jf - a)n n' r—a T —a
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= " (a),

onde a tltima igualdade é simplesmente o facto de que £ (a) = (f*=1Y(a). O

Resto e Teorema de Taylor. Seja f: D — R uma fungéo e p, o(x) o seu polinémio de Taylor
de grau n. Definimos o resto de ordem n como sendo a fungao:
Rpo(z) == f(z) — pnalz).

Desta forma, podemos enunciar o Teorema 3.89 na forma equivalente:

Dada f: D — R uma funcao com derivada de ordem n em a € D, tem-se

f"(a) f™(a)

2
or (@@

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) +

(a2 = @) == Rn,a(x)a

onde

O resultado seguinte fornece uma expressao para o resto, que facilita a determinagao de esti-
mativas para o seu valor.

Teorema 3.90 (Teorema de Taylor com resto de Lagrange). Seja f : [b,c] = R uma funcao tal
que a sua derivada de ordem n + 1 existe. Seja a € [b,c]. Entao:

" (n)
1@) = @+ f @ -+ 00w —ap o LD ey g ),
onde o resto ¢ dado pela féormula:
(n+1)
Ry .o(z) = f(71+1()9|)(x —a)" ", para algum 0 entre x e a.
Demonstragdo. Seja g(x) = (x — a)"*'. Repare-se que R(a) = --- = R™(a) =0 e gla) = --- =

g(”)(a) = 0. Pelo Teorema de Cauchy, existe um ponto 6; entre a e x tal que
R(x) _ R(z) - R(a) _ R'(6)
g(@) — glz) —gla) — ¢'(61)°
Aplicando novamente o teorema, existe 62 entre a e 6; (em particular entre a e x) tal que
R(z) R'(6) R(01)— R(a) R"(62)
gla) — g'(0)  9(61) —gla) — ¢"(62)°
Procedendo indutivamente, concluimos que existe 6,11 entre a e x tal que

R(z) _ R (G,41)

g(@) gD (0nia)

Repare-se que
R (0, 1) = fOD (0 41), 9" (Opg) = (n+ 1)L

Logo
_ f(n+1)(9n+1) n+1
R(z) = CE] (x—a)".
O
Exemplo 3.91. A expansao de Taylor com resto do seno, em x = 0, é dada por:
QZ‘B 335 1‘7 m2n+1 Sen(2n+2)(9)
= - — - - -1 n 2n+2
senr=r gty T O e T @2

Atendendo a que
|sen®"+2)(9)| < 1,0,
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podemos estimar facilmente o resto:
sen(2"+2)(6) 2n+2 |z|>n+2
——x _—
(2n +2)! ~ (2n+2)!

Se, por exemplo, queremos calcular o valor de sen2 com um erro inferior a 0.0001 = 10~%, entdo
devemos escolher o natural n de forma que:

|2|2n+2 4
— < 107"
(2n +2)!
Experimentando n = 1,2, ..., vemos que n = 5 funciona. Assim,
23 25 27 29 211
sen2 ~2— —+ — — — + — — — = 0,90929

3150 7ol 11
com um erro inferior a 0, 0001.

Extremos locais de ordem superior. Podemos utilizar o polinémio de Taylor para obter um
teste para extremos locais que aperfeicoa o teste que tinhamos estudado anteriormente no Teorema
3.75:

Proposigao 3.92. Seja f: D — R uma fung¢ao com derivada de ordem n em a € D e suponha-se
que:
flla)=f"(a)=-=f""(a)=0, e f(a) #0
Entao:
(i) Sen € par e f™(a) <0, entdo f tem um mdzimo local em x = a;
(ii) Sen € par e f(™(a) >0, entdo f tem um minimo local em = = a;
(iti) Se n € impar entao f ndo tem nem um mdzimo local nem um minimo local em x = a.

Por outras palavras, o comportamento de f(z) em x = a é idéntico ao comportamento do
polinémio £ (a)(z — a)” em z = a:

FIGURA 30. A funcio f(z) = sen®x e o polinémio z3.

Demonstracao. Como

fla)=f"(a) =+ = f""V(a) =0 = pnalx) = fla) + ——(x—a)",
o Teorema 3.89 diz-nos que:

0 i L@ = pa@) | [f@) = fl@) ()

r—a (:E — a)n r—a ((E — a)" n!

Como f("(a) # 0, concluimos que para z suficientemente perto de a:

f@) - f(a) J(a)

tem o mesmo sinal que
(x —a)” n!

O resultado da proposicao é uma consequéncia imediata deste facto. O
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Exemplo 3.93. Consideremos a funcao f : R — R dada por:
f(z)=(z— 1)

Em z =1 as derivadas desta funcao sao:

f(z) = @H(%l)?m F1)=0
f'(@) = - ;21)3 *6@;1)2 +6(z—1)Inz f")=0
1 (z — 1)3 (z — 1)2 z—1 1
f(x)=2 —— —9 5 + 18 +6lnx f"(1)y=0
(j— 1)3 ?x —1)? xx -1 24
@ (z) = -6 U 3 fH1) =24

Concluimos que f possui um minimo local em z = 1.

Nota 3.94. Este teste nao resolve completamente o problema de determinar os extremos locais,
mesmo de fungoes que possuam derivadas de todas as ordens. Por exemplo, a fungao:

@) = {e_wlz, sex #0

0, sex =0,

possui derivadas de todas as ordens. Em x = 0, temos que f(™ (0) = 0 para todo o n, logo o teste
nao nos permite concluir nada. Na realidade, em = = 0 a fungéo possui um minimo pois f(z) > 0
se x # 0. Notem, ainda, que para esta funcao o polinémio de Taylor (de qualquer grau) em z = 0
é identicamente zero!

O nidmero ¢ é irracional. Uma outra aplicagdo curiosa da férmula do resto é a seguinte:
Teorema 3.95. O numero e é irracional.

Demonstrag¢ao. Como (e*) = e* a expansdo de Taylor com resto da exponencial em z = 0 é:

33‘2 333 1‘4 n 60 4
=1 S T
+ x4+ —|-3|+ + - +n!+(n+1)!x
Se 0 < z entao e’ < e®, logo podemos estimar o resto, para x > 0, da seguinte forma:
0 z,.n+1
e gl < €7 .
(n+1)! ~ (n+1)!
Como sabemos que e = e! < 3, conclufmos que:
1 1 1 1
e=1+4+1 + + ' + + -+ —+R.

3! n!
onde o resto satisfaz 0 < R < 3/(n + 1)..

Suponhamos entdo, por absurdo, que e era um numero racional a/b e escolha-se um natural
n > b e maior do que 3. Entao, obtemos:

n!a | | n! n' n! n! |

Como todos os termos, com excepgao posswelmente de n!R, sdo nimeros naturais, concluimos que
n!R também tem de ser um nimero natural. Este nimero natural devera satisfazer a desigualdade:

n!3 3 3
0<nlR< = <-<1
(n+1)! n+1 4
Isto é uma contradicao, pois é claro que nao ha nenhum nimero natural entre 0 e 1. (]

Recursos para auxilio ao estudo. Aconselha-se a utilizagao desta aplicacao em Geogebra para
acompanhar o estudo da sec¢ao sobre o Polinémio de Taylor. Na aplicagao pode escolher-se: a
funcao f(x) a aproximar; o ponto a; n - a ordem do polinémio de Taylor. Recomenda-se a escolha
de véarias fungoes e a escolha de n’s cada vez maiores; observe o que acontece com o grafico do
polinémio de Taylor (a vermelho), quando comparado com o grafico da fungéo f(z) (a azul).


https://www.geogebra.org/m/BXnwEZxM
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4. PRIMITIVACAO
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I. Definicao de primitiva. Aplicagoes. Primitivagao é a operacao “inversa” da derivagao.
Mais precisamente:

Uma primitiva de uma funcao f é uma funcao F com derivada F' = f, i.e., tal que

dF
@)= 1),

Escreveremos entao que
F(z) = / f(@)de,

o que significa precisamente “ F' é uma funcao com derivada F’ = f 7.

Também se pode escrever F'(x) = P(f)(x), com o mesmo significado. Notem que
F'=f = (F +c¢) = f para qualquer constante c € R,

pelo que, se F' é uma primitiva de f, entdo F' + ¢ também é uma primitiva de f. Vejamos agora
que, para funcoes definidas em intervalos, a familia de todas as primitivas é necessariamente desta
forma:

Proposicao 4.1

Se F,G :]a,b|— R sdo duas primitivas de uma dada fungao f :]Ja,b[— R, entdo F — G é
constante.

Demonstracdo. Pela definicdo de primitiva,
(F=G)(z) = F'(z) - G'(z) = f(z) = f(z) =0, = €la,b[.

Pelo Corolario 3.52-(i), concluimos que F' — G é constante. O

A F(z) = [ f(z)dz + ¢ chamamos a forma geral das primitivas de f no intervalo I, ou
seja, a familia de todas as primitivas de f em 1.

Podera ser dada uma condigao adicional que determine a constante ¢, por exemplo da forma
F(z0) = a. Se uma fungao estiver definida numa uniao de intervalos abertos disjuntos, a proposigao
anterior permite concluir que todas as primitivas diferem por uma constante em cada um dos
intervalos, podendo essa constante mudar de intervalo para intervalo.
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Exemplo 4.2:

(1) [1ldz = P(1) = z. A forma geral das primitivas (em R) é F(z) =z +¢, c € R
constante. Se quisermos a (dnica) primitiva F' tal que F(2) = 3, entdo
F2)=2+4¢=3 = c=1,
logo F(z) =z + 1.
(2) Determinar F tal que F’(z) = 2z e F(0) = 3: [(2z)dx = 22, logo F(z) = 2> + 3.
(3) Seja f : R\ {0} — R definida por f(x) = 1/2%. A familia de todas as primitivas
de f é dada por

1

—=+4+Cy, >0

F = z , C1,C e R
() {—%—1—02, x<0 b2

Exemplo 4.3

Nem todas as fungoes sdo primitivaveis. Recorde-se a fungdo de Heaviside:

Hiz) = 1, sex>0
N 0, sexz<0.

Se H fosse primitivével, i.e., se existisse F' diferencidvel tal que F’(x) = H(x), entao
z+c, >0
F(JI) _ 1
ca, z < 0.

No entanto, desta expressao concluirfamos que F' nao seria diferencidvel em 0 (neste caso,
F}(0) = lim,_,o+ H(z) =1 e F/(0) = lim,_,o- H(z) = 0). Veremos mais a frente que
todas as fungoes continuas sao primitivaveis.

J

Em geral, a menos que seja pedido explicitamente, vamos determinar uma primitiva qual-
quer. O objectivo desta seccao é aprender a encontrar primitivas de algumas fungoes elementares,
quando essas primitivas podem também ser expressas como fungoes elementares. Aqui, o termo
fungao elementar significa uma fungao que pode ser expressa por adigao, multiplicacao, divisao e
composicao de fungoes polinomiais, poténcias, fungoes trigonométricas, hiperbdlicas e respectivas
inversas, e fungoes exponencial e logaritmo.

No préximo capitulo (integracéo), veremos que o calculo de primitivas tem aplicagdes ao cdlculo
de dreas de figuras planas. Para ja, damos 3 aplicagbes mais imediatas.

Aplicagao 1. Seja z(t) uma funcdo que representa a posigdo de um objecto em movimento
no instante de tempo ¢ ao longo de uma reta (pensem por exemplo num automével ao
longo de uma longa reta na autoestrada) e suponhamos conhecer a expressao da velocidade
através de uma funcao f(t) (ou seja, conseguimos obter a informagao do velocimetro do
automével). Serd que conseguimos reconstruir o movimento do objeto? A fungao posigao
ira satisfazer a relagao:

2 (1) = f(2),

ou seja, a fungao posicao é uma primitiva da fungao velocidade. Obviamente que conhecer
a velocidade do objeto nao determina de forma tnica a sua posicao: é necessario saber
onde o objeto estava num dado instante (ou seja, dar uma condigdo do tipo x(tg) = xo)!
Este é, por outras palavras, o contetido do que acabamos de estudar: as primitivas em
intervalos sao tnicas a menos de uma constante aditiva.
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Aplicacao 2. Seja z(t), de novo, uma funcao que representa a posicdo de um objecto em
movimento retilineo no instante de tempo t e recordemos a segunda lei de Newton: massa
vezes aceleragdo é igual a forga. Se tivermos uma forca f(¢) que apenas depende do tempo,
nesse caso a relagao é:

maz” (t) = f(t).

Assim, dada uma forga f especifica, para determinarmos o movimento deveremos primitivar
duas vezes. No caso concreto de um objeto atirado verticalmente e nao contando com a
resisténcia do ar, temos f(t) = —mg, onde g é a aceleracao da gravidade, ou seja, uma
constante. Entao

()= —g = 2/(t) = —gt +b = xz(t) = —gt*/2 + bt +c,
para certas constantes b,c. Observe-se que estas constantes determinam-se através da
posicao e velocidades iniciais, ou seja, prescrevendo z(0) e z’(0). Vimos assim, noutro

contexto, uma aplicacao da operagao de primitivagao: dada uma forga f(t), para determinar
a posigao x(t) terei de primitivar duas vezes a fungao f.

II. Primitivas Imediatas. As férmulas para as derivadas de algumas fungbes bem nossas co-
nhecidas conduzem a seguinte tabela de primitivas imediatas:

i(:co‘)—ozxo‘*l :>/x°‘dgv—wourl Vo # —1
dx B S a+1’
d

— (%) = ¥ =— % dr = e*

)
d T\ __ T T _ a” +
dx(a)—(lna)a z/a dx—lna,VaE]R \ {1}

d 1 1

—(1 =— —dr =1 4

dm(n|x|) - :>/1; x=1In|z|, Yz #0

d
d—(senh x) = coshr = /cosh:cdx =senhx
x

d
—(coshz) = senhz = /senhx dx = coshz

dx
d
@(senx) =cosz = [ cosxdxr =senx
d
%(cosx):—senm = [ senzdxr = —cosz
d 1 1
2L tanz) = —— = [ ——dr=t
dac( anz) cos?(x) /6052(95) vty
d 1 1
—(cotz) = ————— ——dz = —cot
dx (cot ) sen?(z) - / sen?(x) * ore
1 1
—(arcsenz) = ——— = /7 dx = arcsenzx
dx V1—a? V1—a?
i(arctan x) = 1 = /# dx = arctanz
dx 142 T+a22 7
Além disso, das regras de derivacao
d df d d d
%(f +g) = % + ﬁ e %(cf) = c%, para qualquer constante ¢ € R,

vem que
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/(f—}-g)d:c: /fdac—i—/gdm e /cfdx:c/fdac, para qualquer constante ¢ € R.

Nota 4.1. A ultima propriedade nao é vélida se ¢ nao for uma constante!

Exemplo 4.4

(1) /(\/5+2)95d95:/$3/2d90+/2xdx: §x5/2+x2.
(2)/ L de=ljz—2.

x—2
1 1
R
(4) /(x+ 1)3dx = %(:H 1%

(5) /(1 ) = —}1(1 s

(6) /(Zex —senx) dr = 2e” 4 cosx.

2
(7) /mdﬁﬂ = 2arctan .

III. Primitivas Quase-Imediatas. A férmula para a derivada da fungdo composta

(F(u(z))) = F'(u(x)) - v/ (z) diz-nos que /F'(u(w)) ' (x)dr = F(u(z)).

Assim, se F for a primitiva de uma funcao f, ou seja, se F(z) = [ f(z)dz, entao ficamos
com a férmula:

(31) l/ﬂwmwqux=me»

Esta férmula, combinada com o que foi visto anteriormente para primitivas imediatas, conduz
por fim a seguinte tabela de primitivas.

Tabela de primitivas imediatas e quase-imediatas

xa—i—l ’U,(ZE)a+l

« [ _1 o, ! — _1
/m dx a+1,Va7£ /u(a:)u(x)da: ] , Vo #
/em dr = e” /e“(z)u’(x) dz = @

T u(x)

P L i u(x),,/ _ +
/a dx lna,‘v’aeR \ {1} /a u'(x) dx lna,VaeR \ {1}

1 !/
/—d:rzln|x|,V:E7é0 /u(m)d:rzln|u(:r)|
/coshxdx =senhz /senh(u(x))u’(x) dx = cosh(u(z))
/senhxdw = coshz /cosh(u(m))u’(:c) dx = senh(u(x))
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/cosxdw =senw /cos(u(:c))u’(x) dx = sen(u(z))
/sen;z:d:v = —cosz /sen(u(:r))u’(:c) dx = — cos(u(z))
' (x)

/ - dac = tanx /W dx = tan(u(x))

_ (@) _

= —cotx /Wda: = — cot(u(z))
/ i dx = arcsen x / \/%2(3:) dx = arcsen(u(x))
/ T2 dx = arctan z / % dx = arctan(u(z))

Temos assim por exemplo que

!
/tanxd:c:/Senxdx:—/wz—lnkosﬂ
cos cos

CoS T senx)’
/cotxdx:/—da::/uzlnben:d
senx sen

Exemplo 4.5

. oy 2
Calculemos uma primitiva de f = 2ze* : como

/2me”2dw = /(;vQ)'e””2da:,
2

podemos aplicar a regra de primitivagao da exponencial com u = x~:

2 2
/2:1:6”” dx =€
Exemplo 4.6

Calculemos uma primitiva de f = cos(x) cos(sen(z)): como

@

cos(z) cos(sen(x)) = (sen(z))’ cos(sen(z)) = v’ cosu, com u = sen(z),

podemos aplicar a regra de primitivagao do cosseno:

/cos(m) cos(sen(z))dz = sen(sen(z)).

J

Por vezes, é preciso ajustar uma constante a multiplicar para podermos aplicar as regras de
primitivagao.

Exemplo 4.7

Calculemos uma primitiva de f = e¢2*: como a derivada do expoente é 2, precisamos de
acertar as constantes, introduzindo “&4 mao” o factor 2:

1 1 1
2x _ - 2x _ - 2x _ o2z
/e dac—/2><2e dx 2/26 dx 26 .
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Exemplo 4.8

Calculemos uma primitiva de f = 22 sen(2?). A derivada do argumento do seno é 322, que
é quase o que estd a multiplicar do lado de fora. Precisamos s6 de acertar as constantes,
introduzindo “a4 mao” o factor 3:

1 1 1
/x2 sen(z3)dx = / 3 X 322 sen(z®)dx = 3 /3302 sen(z%)dr = 3 cos(x?).

Exemplo 4.9

Calculemos uma primitiva de f = 1/(4 + x2). A expressio é semelhante & da férmula da
primitivacao do arco-tangente: em vez de 4, deveria estar 1. Vamos entao colocar o 4 em

evidéncia: ) 1 ) ) .
/4+x2dw:/1 Tyt Z/ T (/22

A derivada do que estd dentro do quadrado é 1/2, pelo que precisamos de acertar constantes:

1 1 1 1/2 1 (z/2) 1
o Tt = 1 et = 1 et = g

. J

Nota 4.2. Para o cédlculo de primitivas, é importante relembrar algumas identidades de trigno-
metria:

cos’z +sen’z =1, 1+tan2a::—2:se(:2:v,
cos? x
— 2 2
sen(2x) = 2senx cos z, cos(2x) = cos” x — sen” x.

1 1
sen’ r = 5(1 — cos 2x) cos’z = 5(1 + cos 2z).

IV. Primitivacao por Partes. A férmula para a derivada do produto de duas fungoes u e v,

(u-v) = - v4+u-v = u-v=wv) —u v,

dé origem a:

Férmula de primitivagao por partes:

/u(x) v (x) dz = u(z) - v(r) — /u'(x) cv(z) dx .

Esta férmula é particularmente 1til quando a funcao que queremos primitivar pode ser expressa
como o produto de uma fungéo u, cuja derivada é mais simples do que u, com uma funcao v’ com
primitiva imediata ou quase-imediata v.

Exemplo 4.10:

(1) /xem dx = xe® — /em dx = xe® — e”, fazendo u(x) = x e V'(z) = e*.

(2) Para calcular /:1:2 sen(2z) dx, escolhemos u(z) = 22 e v/(z) = sen(2x), e depois
fazemos outra primitivacao por partes (exercicio).
9 x3 ¥ 1 x3 z3
(3) /a: In(z)de = glnx - /3 . ;da: = ?lnx -9 fazendo u(x) = Inzx e
x)==x
1

v ( 2,
(4) /%ln(x)dx:%/flnx—/%/i-%dx:2\/51nx—4\/§
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Quando In z ou arctan  figuram num produto, é frequentemente 1itil escolhé-los como u(x),
isto é, como termos a derivar (mas isto ndo é uma regra para aplicar as cegas, atengao!).

H4 dois truques que sdo usados de forma frequente na primitivacdo por partes. O primeiro é
escrever [ f(z)dz = [1- f(z)dx e considerar u = f e v/ = 1. Obtém-se entdo que

[t@de=s- s~ [os@ds
Por exemplo,

/lnxdx:/l~1nxdm:x'lnm—/m~ldm:mdnx—/ldx:xlnx—m.
T

O segundo truque é usar primitivacdo por partes para encontrar [ f e reencontrar de novo [ f
com outros coeficientes, resolvendo-se depois a equagao obtida em ordem & incégnita [ f. Por
exemplo, para x > 0,

/lnx / lnzdr=Inz- lnm—/lnx —da:—(lnx /ln_xdx
x

Note-se que reencontramos do lado direito a nossa incégnita f Inz 74 com coeficiente —1, pelo que

/ln_xdm_ (Inz)? /lnx lnx)
2
Exemplo 4.11:

(1) /etsentdt = elsent — /etcostdt = elsent — (etcost+/etsentdt> , € por-
tanto

1
(32) / e'sentdt = iet (sent — cost).
1 2 .
(2) [ arctan(z)dx = xarctanx — 5 In(1 + z<). [Exercicio, por partes]

T
3 /arcsen z)dr = xarcsenx — /— dr = rarcsenz + /1 — x2. [Exercicio,
®) (@) e |

por partes]

V. Primitivas de Fung¢oes Racionais. E possivel primitivar qualquer funcao racional, i.e.
qualquer funcdo f = p/q com p e ¢ polindmios, em termos de fungoes elementares (cf. livro
de Spivak, que consta na bibliografia da cadeira). Aqui mostramos como proceder num caso
particular, o que nos guiard para perceber o que acontece no caso geral.

Caso particular. Primitiva de

quando p é um polinémio de grau < 2 e ¢ é um polinémio de grau 3 da forma g¢(x) =
23 4 byx? + biz + by. Note-se que o grau do denominador é maior que o do
numerador.

A primitiva de f = p/q depende essencialmente da natureza do polinémio em denominador.
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Caso 1. O polinémio denominador ¢ tem 3 raizes reais distintas, i.e.

Q(x) :(:v—a)(m—ﬂ)(x—'y), COII]O[,ﬂ,")/ER, 0‘75575’)’7504
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma
A B

f(z) = + + ¢ ,com A, B,C € R,
r—a xT—f xT—7

pelo que
/f(x)dx=A1n|$—a|+Bln|x—ﬁ|+Cln|x—*y|.

Exemplo 4.12

Decompondo em fracgoes simples,
r+1 A B C
(r—1)(z—-2)(z—-3) x-1 +x—2+x—3
_ Alz —2)(z—3)+ Bz —1)(z—3)+ C(xz — 1)(z — 2)
(x—=1)(z —2)(z—3)

Logo,

z+1=Ax—-2)(z-3)+Bz—1)(z —3)+C(z — 1)(z — 2), V&
Para determinar A,B e C, temos essencialmente duas técnicas: comparar coeficientes (note-
se que temos uma igualdade entre dois polindmios) ou dar valores a x. Usemos a segunda
técnica: fazendo x =1,z =2, x =3 temos A =1,B = —3, C' = 2. Assim,

/@-1)(23)(9;—3)“:/(;1_ajﬁxi:«;) de

1 1 1
p— - 2
/m—ldw 3/m_2dx—|— /x_gdx

=Injz—1-3ln|z—2|+2n|z - 3|

Caso 2. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real simples e outra raiz real dupla, i.e.
q(z) = (z — a)(z — B)?, com a, B ER, a # B.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

A B C
f(x)_m—a+x—ﬂ+(x—ﬂ)2’ComA’B’CER’
pelo que
/f(x)da::Aln|:c—a|+Bln|:c—ﬁ|— ¢ .
- p
Decompondo,
3 A . B . C
(z4+1)(xz-22 z+1 2-2 (z-2)2
Az =22+ Bz +1)(z—2)+C(z +1)
N (x+1)(z —2)2
Logo,
3=A(x—22+ Bz +1)(x —2) +C(x +1), Yz,
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e fazendo, por exemplo, r = -1 = A =1/3, 2 = 2 = C = 1 e vendo o coeficiente de x>
temos 0 = A+ B = B = —1/3. Logo

[armemzr [ Gh 5 o)

Lo +1)= 2imjz—g - 2
=—In ——Inlr -2 - ——.
3 3 T -2

Caso 3. O polindémio denominador ¢ tem uma raiz real tripla, i.e.
q(z) = (r — a)®, com a € R,
Neste caso, a fungdo racional f = p/q pode ser escrita na forma

A B C
f(x)_x—a+(x—a)2+(x—a)3’ com A, B,C € R,

pelo que
/f(x)dx:Aln|:c—o<|— B _ ¢
%

—a 2z-—a)?’

Caso 4. O polinémio denominador ¢ tem apenas uma raiz real simples, i.e.
q(z) = (z — a)((z — a)®> +b?), com a,a,b ER, b #0.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma
A Bz +C
f(z) = T
x—a (r—a)>+b

com A,B,C € R,

pelo que
Bx+C

/f(x)dszln|x—a|+/mdxa

onde a ultima primitiva é quase-imediata, podendo ser expressa usando as fungoes logaritmo
€ arco tangente.

Exemplo 4.14

Mostremos que / x(;——’fél) dx = %ln |z| — ;lln(l +2%) + %arctan(x/Q)
Decomposicao:
x+2 A Bx+C A@?+4)+ (Br+O)x
MZE 2214 x(x? + 4)
Logo,

r+2=A@*+4)+ (Bx+C)x = (A+ B)z? + Cx +4A
e, comparando coeficientes, vem A =1/2,C =1e A+ B=0= B = —1/2. Assim,

r+2  [1/2 /241
m(m2+4)_/ x d:z:—l—/ x?+4 de

1 1 1 x 1
_5/;dm—§/—m2+4dx+/—4+x2dm,

donde o resultado segue.

Caso Geral. O que acabamos de ver é um exemplo particular do seguinte resultado geral:
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Teorema 4.15: Decomposicao em Fracgoes Parciais

Seja n < m, e considere-se a fungao racional
_plx) a4 ap_z™ 4 +ag
a@) " T+ b T b
Entao o denominador pode ser factorizado na forma:
g(z) = (- )™ - (z — )™ ([z — ] +01)* - ([& — @] + b))

e a fungao racional pode ser decomposta na forma:

p(x):|:( a1.1 +...+%:|+...+|:(CLM+...+%:|+

q(z) T —a) (x — o)™ x — ay) (x — ag)*
A1+ Biax Ai s, + Big,x }
+ —_ 500 2 2 J’_._|_
[(ﬂﬂ—al)“rb% ((x —a1)? +b7)=
i [ A1+ Biax o As, + B s ]
(x—al)2+bl2 ((m—al)Q—i-le)sl

Notem que a factorizacao de ¢(x) dada pelo teorema tem o seguinte significado:

® ay,...,qp 830 as rafzes reais de ¢(z) com multiplicidade, respectivamente, ry, ..., rg;
e a3 £iby,...,a;£ib; sdo as raizes complexas de ¢(z) com multiplicidade, respectivamente,
8155513

Nao demonstraremos este teorema, mas sublinhamos o facto de ser importante o grau do poliné-
mio em denominador ser estritamente maior que o grau do numerador (veja-se mais a frente o que
fazer se isto nao acontecer). Este resultado reduz o cédlculo da primitiva de uma fungao
racional a primitivas que ja conhecemos, pois temos

(a) Para as raizes reais:

/ a {aln(xa), ser=1,
- dr = "
(x — ) DT ser > 1.
(b) Para as raizes complexas:
A+ Bz B (z —a) 1
d A+aB) | ————— dx.
/((m—a) EENEIE / @ ap By T de )/((x—a)2+b2)3 v
A primeira primitiva pode ser calculada recorrendo & substituicdo t = (z — a)? + b? (ver

a secgdo VI & frente). A segunda primitiva pode ser calculada por aplicacao sucessiva de
primitivacao por partes, como no exercicio seguinte:

Exercicio 4.3. Usando primitivacao por partes, mostre que, para s > 1,
1 1 T 25 —3 1

dr = . dx.

/(a:2—|—1)3 YT 052 (x2+1)s—1+25—2/(332—|—1)s—1 “

Exemplo 4.16

4 4
el o 2 = —= dr.
Calculemos uma primitiva de / o dz / CESICES)) dz
Escrevemos
4 A B A(z+1)+B(z—1)
= + =
@-D+1) z-1 z+1 (@ —1)(z+1)

logo 4 = A(z + 1) + B(x — 1). Fazendo x =1 temos 4 = 24 = A = 2 e fazendo z = —1,
temos 4 = —2B, logo B = —2. Temos assim
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4 2 2 -1
/ dx:/ - dx:21n|x—1|—2ln|x+1|:21nx ‘
z+1

2 —1 r—1 x+1
T T—2+2 1 2 2
S (s sy P de—Tn|r—2[— ——.
/(a:—2)2 v /@-2)2 v /g;—z “/@-2)2 v=lr =2 ==

Exemplo 4.18

Calculemos a primitiva de

4z
=1
Em primeiro lugar, devemos factorizar o denominador:
1= - D)(@*+1)=(z—D(z+1)(z*+1)
Decompondo em fracgoes simples,
4z A B Cx+ D
xt—1 :x—1+x+1+ 22 +1

Logo,
dr = Az +1)(z* + 1)+ Bz — 1)(2® + 1) + (Cz + D)(x — 1)(z + 1)
e,fazendor =1=>A=1,2r=-1=B=12=0=>0=A—-B—-D = D=0, vendo o
coeficiente de 23, 0 = A+ B+ C = C = —2. Assim sendo,
x

4x 1 1 2
dr = d ——dx — d
/m4—1 * /m—l T rz+1 * /m2—|—1 *

:1n|:5—1|+ln|x+1|—ln|m2+l|.

E se o grau do numerador for maior ou igual ao grau do denominador? Ao primitivar
uma funcao racional p(z)/q(z) no caso de o grau de p ser maior ou igual ao de ¢, é possivel
reduzir aos casos anteriores através de manipulacoes algébricas, como a divisao de polinémios.
Veja-se desde ja um exemplo simples:

Exemplo 4.19

2

Considere-se o calculo de / 2l dx. Como o grau dos polinémios em numerador e
x
denominador sao iguais, deveremos primeiramente manipular a fragao:

2 2
T zc+1—-1 1
/—x2+1d$:/—x2+1 dx:/l——xQ_’_ld:c:x—arctana:.

Para ver o caso geral, comecemos por recordar que, dados dois ntiimeros naturais D (o dividendo)
e d (o divisor), podemos escrever

D=dQ+ R, Q,ReN, R<d, @ quociente, R resto.

Esta decomposigao implica
D J—
==
Para obtermos @ e R, aplicamos o algoritmo cldssico de divisdo. O mesmo pode ser feito para
polinémios:

R
Q‘f‘g, R < d.
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Dados dois polinémios p(x) e g(x), se p tiver grau igual ou superior a g, podemos escrever
p(x) R(x)
—= =Q(z)+ ——, com grau de R(z) < grau de q(x).
@) (z) 2(2) (z) (z)

Assim, teremos

/%dmz/@(x)dm—i—/?g;d

A primitiva [ Q(z)dz é simples de calcular (Q é um polinémio) e para calcular [ 1;((;)) dz,
como o grau de ¢ ja é maior que o de R, podemos aplicar a decomposigao vista anterior-
mente.

Exemplo 4.20

23 —3x+1
2 —1

2 + 0 - 3z + 1 |a%2-1

Em 23, quantas vezes cabe z2? Cabe x vezes, pelo que escrevo

3 + 0 - 3x + 1 x? -1

—2xx + 0 + 1xz x

Pretendemos calcular / dx. Queremos para isso dividir 23 — 3z + 1 por 22 — 1.

Escrevemos entao

Agora fago a doma no lado esquerdo:

2 4+ 0 - 3z + 1 2 -1

-2 4+ 0 + = T
0 + 0 - 2z + 1
Como o resto tem grau menor que o divisor, o algoritmo para e obtemos
2 —3r+1 —2x+1
21 7 + 22 -1

Assim,

/a: —39c+1 /xder/ 2:c+1 _§+/$d9&—(...)

(termine agora as contas e determine a prumtlva).

Exemplo 4.21

3+ 222 —4
r—1

2+ 222 + 0 - 4 r—1

Em 23, quantas vezes cabe z? Cabe 2 vezes, pelo que escrevo

¥ 4+ 222 + 0 - 4 x—1
3+ \_27

—X x T

Pretendemos calcular /

vemos entao

dz. Queremos dividir 2% + 222 — 4 por z — 1. Escre-

Agora fago a soma no lado esquerdo:

¥ + 222 4+ 0 - 4 z—1
_$3 + 2 Lﬁ

X X
0 + 322 + 0 - 4
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Como o resto tem grau maior que o divisor, o algoritmo continua. Em 3z2, quantas vezes

cabe z?7 Cabe 3z vezes:
2 4+ 222 + 0 - 4 z—1
3+ x? r° + 3z
_|_

322 4+ 0 - 4
—322 + 3z
0 + 3z - 4

Como o resto tem grau igual ao do divisor, o algoritmo continua. Em 3z, quantas vezes
cabe z?7 Cabe 3 vezes:

2 + 222 4+ 0 - 4 x—1
3+ 2
_|_

0 322 4+ 0 - 4
322 + 3z
0 + 3z - 4
-3z + 3
0 -1
Como o resto tem grau menor que o divisor, o algoritmo para e obtemos
349222 -4 -1
R 334 —
z—1 r—1
Assim,
x® + 222 — 4 5 -1 32
—_——dx = = — 4+ — —1 —1].
/ p— dx /(ZL‘ +3m+3)dm+/x_1daz 3—|— 5 + 3z —Injz — 1|

VI. Primitivacao por Substituicao. A férmula para a derivada da fun¢do composta, jd referida
nestes apontamentos em (31), d4 origem a:

Férmula de primitivagao por substituicao:
[1@ae=( [ s a) .
t=u—1(x)

O procedimento associado & utilizacdo desta férmula para determinar [ f(x) dz pode ser resu-
mido nos seguintes 3 passos:

(i) considerar a substi:tuigéo x = u(t) na fungdo e multiplicar por u/(t) = ‘;—f, ou seja ‘substi-
tuir’ de = /() dt ° em [ f(x)dz;
(ii) encontrar [ f(u(t))u/(t)dt como funcdo elementar da varidvel ¢;
(iii) fazer a substituigao inversa t = u~!(z) na fungao elementar obtida em (ii).

Estamos obviamente a assumir que u(t) admite inversa.

Exemplo 4.22

Calculemos a primitiva de x+/x + 2, fazendo t = /z + 2, ou seja, x = t3 —2 = u(t). Assim,
w'(t) = % = 3t* e portanto (formalmente) da = 3t>dz. Aplicando a regra de primitivagao
por substituigao,

/x{‘/x + 2dx = /u(t) Ju(t) +2 - (t)dt = /(t3 —2)t x 3t%dt

. J

5Uma mneménica para decorar isto é a seguinte: fazendo z = u(t), vem %2 = u/(t), donde (formalmente)

dt
dz = v/ (t)dt.
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= /3t6 — 63dt = §t7 - §t4.

4
Agora temos de ter o cuidado de regressar & varidvel original . Como ¢t = v/x + 2, obtemos
entao
3 6 3 37 3.4 3.4 7 3a 3
Ve +2dr= [ 3t° —6t°dt = ?t _§t = ?( x+2) —5(\/56—1—2) .

Exemplo 4.23

Calculemos a primitiva de sen/z, através da substituicio z = u(t) = t? (t > 0), assim
u/(t) = 92 = 2t, 0 que implica que dz = 2tdt:

. / sen \/zdr = / sen(y/u(t))u/(t)dt = / 2t sen tdt.

Esta primitiva parece mais facil do que a anterior, pelo que continuamos o calculo. Esta
nova primitiva nao é imediata, mas facilmente se resolve com uma primitivagao por partes:

/2t sentdt = —2tcost — / —2costdt = —2tcost + 2sent.

Como t = \/x, obtemos entao

/sen\/id:c = —2tcost + 2sent = —2v/x cos/z + 2sen .

Exemplo 4.24

Calculemos a primitiva de e2°s(V1=2%) " Vamos escrever = sent = u(t), para t €
| —7/2,7/2] (porque 1 — 2? = 1 —sen?t = cos?t). Assim, u'(t) = cost e dv = costdt.
Aplicando a regra de primitivagao por substituigao,

/ erecos (V=) gy — / eereco (VI Oy (1) dt = / (¢ cost) dt.

Esta j4 foi calculada na secgéo anterior (cf. (32)):

/etcostdt _ etcost—;—etsent‘

Regressando a varidvel original z, como ¢ = arcsen x, obtemos entao

/ arccos(vI=2%) 4 e'cost +elsent e cos(arcsen x) + €*"°5°" @ gen(arcsen )
e xr = =
2 2

earcsen (m 4 .'L')

B 2

arcsen T

Mais exemplos de primitivacao por substituicao:

Exemplo 4.25

3
1) [YEE3
N
Fazendo y = \/Z < = = y?, temos g—g =2y (dx = 2ydy) e

Vr+3 y+3 y+3
ﬁ—kxdw: e 2y dy = 2 mdy:2y+4ln|y+1|:2\/§+4ln|\/5+1|
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Em geral, para fungdes racionais de ¢/z, faz-se: y = ¥/ < x = yP.

2e”
2 —d
()/62z+261+2 *
Fazendo y = e* < x = Iny, temos dx:%dye
2e2® 292 1 2y
- dr= | —————dy= | ——d
/e2z+2ew+2 ’ /y2+2y+2y Y /y2+2y+2 Y
Notando que y? + 2y + 2 ndo tem raizes, pode ser escrito como (y + 1)? + 1, temos
2y / 2(y+1) / 2
———dy= | —————"—dy— | ——————d
/y2+2y+2 S R R R AR e R
=In((y 4+ 1)%> 4+ 1) — 2arctan(y + 1)

2e2%
/ e%—f—eQT—kQ dz =1In((e” +1)* + 1) — 2arctan(e” + 1).

Em geral, para fungoes racionais de e, faz-se: y = e* < x = Iny.

1 1
3 ———dr = dy, com y = Inz. Como (ver exemplos de funcoes
()/x(lln2x) /1_y2 y y ( p G

1 1
— _dy=--1
/1—y2 Y 2"

1 1
/72&13:—7111
z(1—1n"x) 2

1 1
4 —————dr= | ——dy,comy =Inz.
()/xlnm(4+ln2x) /y(4+y2) Y Y
tanx
(5) /tana:JrIdng

Fazendo y = tanx < x = arctany (assumindo x €] — 7/2,7/2[), temos dx =

tanx Y
2 dp= | ——2 4
/tanx—l—l /(y+1)(1+y2) Y

Primitivando a fun¢ao racional obtida (Exercicio!) temos

racionais)

y—1
y+1

temos

Inz+1

lnx—l’

t 1 1
/ﬁdz:7§1n|tanm+1|+g+§1n(1+tan2x).

VII. Primitivagao de Fungoes Polinomiais de Senos e Cossenos. Para calcular primitivas
de fungoes polinomiais de senos e cossenos:

/sen" xcos™ x dzx,

usaremos as férmulas trigonométricas conhecidas:

9 9 9 1 —cos2z 9 14 cos2x
sen“x +cos“r =1, sen T=—7p—, COST=——.

H4 varios casos a considerar:
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Caso 1. Primitivas do tipo:

/sen” x dx ou /cos” 48 (115

onde n = 2k é par. As férmulas trigonométricas acima permitem obter, sucessivamente,
uma expressao em poténcias mais baixas de seno ou cosseno, que eventualmente sabemos
como primitivar.

Por exemplo:

1—cos2z’
/sen4x dx = / (C?OSI> dx
= /1 dx — 1/(305(2%) dm+1/cos2(2x) dz
)4 2 4
1 1 1
= /Z dx — 5/(:05(21’) dx + 3 /(1 + cos(4x)) dx

e nesta ultima expressao sabemos calcular todas as primitivas.

Caso 2. Primitivas do tipo:

/sen" x dx ou /cos” z dz,

onde n = 2k + 1 é impar. Neste caso, utilizamos a férmula trigonométrica fundamental
seguida de uma substituicao.

Por exemplo:

/cos%'*'1 rdr = /(1 —sen?z)* cosx dx

:/(1—u2)k du (u=sen).

Caso 3. Primitivas do tipo:
/ sen” x cos™ x dz,

onde n ou m sao impares, sao tratados de forma analoga ao anterior.

Por exemplo,
/sen4 zcos®x dr = /Sen z(1 —sen?z)? cosz dx

ta
:/u4(1—u2)2 du (u=senz).

Caso 4. Primitivas do tipo:

sen” x cos™ x dz,

onde n e m sao ambos pares. Neste caso, utilizamos as férmulas trigonométricas para
sen’? z e cos? x, de forma andloga ao Caso 1.
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Exemplo 4.26

(1) /Senxcosmdac = /senx(senm)’dac = isen2 x.

Outra resolugao:
1 1
/sen:z:cos:z:dx =3 /sen(2x) dx = ~1 cos(2x).

NOTA: reparem que % sen” z e —% cos(2z) diferem de uma constante.

1
(2) /sen:v cos® z dx = ~1 cos* x
1

(3) /sen3 rdr = /sen x(1 — cos® x) dx = — cosx + 3 cos® z.

(OU por partes)

1

(4) [ sen’xdr = 5(1 —cos2z)dx = g — g sen 2x.

Usamos cos(2z) = cos? —sen?z = 1 — 2sen? z = 2cos® x — 1 ou seja

1 1
sen? x = 5(1 — cos 2x) cos’ x = 5(1 + cos 2z).

J

Nota 4.4. Estas técnicas também resultam para produtos de funcoes hiperbdlicas, usando cosh® z—
senh®z = 1.

VIII. Primitivacao de Fungoes Racionais de Senos e Cossenos. Suponhamos que queremos
calcular uma primitiva de uma fungao racional de senos e cossenos:

/R(sen x,cosx) d.

Existe uma substituigdo (talvez um pouco inesperadal) que permite reduzir esta primitiva a uma
primitiva de uma funcao racional usual. Como ja vimos, é possivel primitivar qualquer funcao
racional usual.

Consideremos entao a substituicao:

2
t =tan(z/2) <= x = 2arctant, dx = e dt.
Observamos que:
1 1
2
2 — =
cos” (¢/2) 1+tan? (z/2) 1+1¢2
e depois
) 2t
senz = 2sen (z/2) cos (x/2) = 2tan(z/2) cos®(z/2) = T
cosz = 2cos?(2/2) — 1 = Lt
B R

Em conclusao:

A substituigdo x = 2arctant fornece:
2t 1—1¢2 2
/R(senm,cosx) dx = /R <1—|—t2’ 1—|—t2> TIe dt.

Concluimos, tal como tinhamos afirmado, que esta substitui¢ao transforma uma primitiva de
uma funcao racional de senos e cossenos numa primitiva de uma fungao racional usual.
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Exemplo 4.27

/ dz —/ ! 2 dt (t—tanx)
3+5senz ) 34572 1412 T2

1+¢2 2 2
32410t +3 1+1¢2 3t2 + 10t + 3

. J

H4 dois casos particulares de fungoes racionais de senos e cossenos em que uma substituicao
bastante mais simples as transforma também em funcgoes racionais usuais:

Caso 1.
/R(sen x)-cosx dxr = /R(t) dt, em que t = senx e portanto dt = cosx dx.

Caso 2.
/R(cos x)-senx dr = — / R(t)dt, em que t = cosz e portanto dt = —senx dzx.

Exemplo 4.28
1 cosS T CcosT
1 de = | —————dx = | ———— dx.
()/cosx v /1—sen2:v v /1—sen2x v

Fazendo t = senz < = = arcsent (assumindo x €] — 7/2,7/2[), temos

1 1 1 1
/Cosxdfc:/mdt:§1n|1+senx|+§ln|1—senx|.

(2) / . —}S-e;évosm — dx: fazer t = cosx (Exercicio.)
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