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22 FICHA DE EXERCICIOS

I. Teoremas de Rolle, Lagrange e Cauchy. Extremos.

1) Determine, se existirem em R, os seguintes limites.

senhz — senz (b) hmxcot;v—l (© lim r?sen(1/x) (@ 1 10 — 5%

z—0 3 z—0 T z—0+ senx

im
x —1/x?
(e) lim 2—2 (f) lim (g) lim zlog (ﬁ) (h) lim xlog < )
) -

(a) lim

z—+oo I z—0 71000 =0+ z—+00

(i) lim log(x)log(l —x) (j) lim sen(1/x)e” (k) mgm x* (cos(1/

z—1— T—+00

2) Determine, se existirem em R, os seguintes limites.

(a) lim (logz)*~ ' (b) lim (1 —e®)* (c¢) lim (2+ %)% (d) lim (senx)®
z—1+ z—0~ T—r+00

z—0t

() Tim (1/2)*™* () lim (cos(1/2))* (g) lim (cos(1/2))"" (h) lim (sena)"/ ="

z—0t T—+00 T—+00 z—07t
1 1 1/logx li log(log z) li (z*—1) li t sen x
(q) lim (sen(l/z)) (s) lim z (0) lim z (x) lim (tanz)
3) Seja f uma fungao definida numa vizinhanca de zero, V.(0) = |—¢, +¢[ com ¢ > 0,

diferencidvel em V.(0) \ {0} e tal que xf'(x) > 0 para todo o z € V-(0) \ {0}.

(a) Supondo que f é continua no ponto 0, prove que f(0) é um extremo de f e
indique se é minimo ou méaximo. No caso de f ser diferencidvel no ponto 0,
qual serd o valor de f'(0)?

(b) Mostre, por meio de um exemplo, que sem a hipétese de continuidade de f no
ponto 0 nao se pode garantir que f(0) seja um extremo de f.

4) Seja f(r) = 1 — 2*3. Mostre que f(1) = f(—1) = 0, mas que f'(z) nunca é zero
no intervalo [—1,1]. Explique porque é que este facto ndao contraria o Teorema de
Rolle.

5) Use o Teorema de Lagrange para deduzir as seguintes desigualdades:

(a) |sen(z) — sen(y)| < |z — yl, Va,y € R.

(D) ny" Yz —y) <z"—y" <nz" ' z—y)se0<y<zeneN.

6) Considere a funcao f : R — R definida por

2
M LT 40

0 , x=0.

fz) =

(a) Mostre que f é continua no ponto zero e calcule lim,_, o, f(z) e lim,_,_ f(z).
(b) Mostre que f é diferencidvel no ponto zero com f'(0) = 1.
(c) Diga, justificando, se a seguinte proposigao é verdadeira ou falsa: a equagao
f'(x) = 0 tem pelo menos duas solugoes distintas em R.
1
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7) Seja f: R — R uma fungao de classe C'(R) que satisfaz a desigualdade f(z) > x*
para todo o x € R. Mostre que para qualquer o € R existe ¢ € R tal que f'(c) = a.
8) Seja f : R — R uma fungdo duas vezes diferencidvel, com derivada f' : R — R
estritamente crescente e tal que
. / _ . / _
(a) Mostre que existe um tnico ponto a € R tal que f'(a) =0, e que m o f(a) é

o minimo absoluto de f.

(b) Dado qualquer valor b €]m, +oc[, mostre que o conjunto f~!(b) o {zr e R:
f(z) = b} tem exactamente dois elementos.

9) Considere a func¢ao f: R — R definida por

—Sen(xg — = , se x < 0;
x
fz) =
— tan (6fx2) , sex > 0.
a) Mostre que f ¢ diferencidvel no ponto zero com f'(0) = —1/6.

(a)
(b) Determine a equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto (0, f(0)).
(c) Prove que a equagao f'(z) = 0 tem pelo menos duas solugoes distintas em R.
10) (a) Seja g : Rt — R uma fungdo diferencidvel tal que lim, , ., g(z) = p € R.
Mostre que se lim,_, 1, ¢'(z) existe, entao é igual a zero.
Sugestao: aplique o Teorema de Lagrange a intervalos da forma [z, z + 1].
(b) Seja f : Rt — R uma funcao diferencidvel com assimptota a direita de equagao
y=mz+p, m,p € R. Mostre que se lim,_, ., f'(z) existe, entao é igual a m.

I1. Representacao grafica de funcgoes.

1) Nas alineas seguintes, cada funcdo esta definida em todos os pontos x € R para os
quais a férmula dada para f(z) faz sentido. Em cada caso, determine intervalos
de monotonia, extremos, concavidades, inflexoes e assimptotas de f, e esboce o seu
grafico.

1 x ||

@) fl@)=z+ 5 (0) fl2) =175 (@) =1C 7] (d) f(z) = e/
2) Considere a funcdo f : [0, +oo[— R, continua no ponto 0 e tal que

f(x) = Va log(z), = >0.

(a) Calcule f(0).

(b) Obtenha equagbes para as tangentes ao gréafico de f nos pontos com abcissa
r=0ex=1.

(c) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e
assimptotas da funcao f.

(d) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.
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3) Considere a func¢ao f : R — R definida por

2?logx , x>0
flz) = )
1:E——.T , L S 0.
(a) Mostre que f é uma fungao de classe C'(R).
(b) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexoes e
assimptotas da funcao f.

(¢) Esboce o gréfico de f e indique qual o seu contradominio.
4) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

f(:c):i—x, Vo #0.

(a) Determine os intervalos de monotonia e extremos de f.
(b) Determine as concavidades e inflexdes de f.

(c¢) Determine as assimptotas ao grafico de f.

(d) Esboce o grafico de f e indique o seu contradominio.

III. Funcgoes Trigonométricas e Hiperbdlicas Inversas - 1I.
1) Considere a fungao f : R — R definida por

2
arcta;l(a: ) Cser <0
fz) =
sen(x), se z > 0.

(a) Calcule a derivada de f em R\ {0}.

(b) Mostre que f ¢é diferencidvel no ponto zero com f'(0) = 1.

(c) Determine a equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto (0, f(0)).
2) Considere a fungao f : [—1,4o00[— R definida por

sen(log(1 + 2?))
T )

se x > 0;
flz) =

arcsen(z) , se —1 <z <0.

(a) Calcule a derivada de f em |—1,4o00[\ {0}.

(b) Mostre que f é diferencidvel no ponto zero com f'(0) = 1.

(c¢) Determine a equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto (0, f(0)).
3) Considere a funcao f : [—2, +oo[ — R definida por
elfcos(x) -1

= , sex>0;

fz) =

arcsen(x/2), se —2 <z <0.
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(a) Calcule a derivada de f em |—2,4o00[\ {0}.

(b) Mostre que f é diferencidvel no ponto zero com f’(0) = 1/2.

(c¢) Determine a equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto (0, f(0)).
4) Determine, se existirem em R, os seguintes limites.

1 1/x
(a) wgglmx arcsen(1/z) (b) xl_l}gloo % (c) xl_l}gloo (g — arctan(w))
5) Considere a func¢ao f: R — R definida por

arctan () |, z >0
fx) =

zel/® ,x<0.

(a) Mostre que f é uma fungao de classe C*(R).

(b) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexoes e
assimptotas da funcao f.

(c) Esboce o grafico de f e indique qual o seu contradominio.

IV. Polinémio e Teorema de Taylor.

1) Determine o polinémio de Taylor de grau 3 em a = 0 da fungao f : R — R definida

por f(z) = e*"".
2) Determine o polinémio de Taylor de grau 5 em a = 0 da funcdo f : R — R definida

por f(z) = e™"”.
3) Use o polinémio de Taylor para escrever cada um dos seguintes polinémios como
um polinémio em poténcias de (z — 3).
i) 2% —4x — 9 i) x* — 122° + 442® + 22 + 1 iii) a®
4) Seja f : R — R uma funcao de classe C°(R) com polinémio de Taylor de grau 5
em a = 0 dado por:
i) pso(x) =1+ a*; i) pso(r) = 2° — 2.

Em cada um dos casos, determine f*)(0), parak = 0,1,...,5, e indique justificando
se f tem ou nao um extremo local no ponto zero.
5) Seja f : R — R uma funcio de classe C5(R) com polinémio de Taylor de grau 5

em a = 1 dado por
1, z?
=— 1——=.
psa () 2$< 2)

Determine f*)(1), para k = 0,1,...,5, e indique justificando se f tem ou niao um
extremo local no ponto um.

6) Prove, usando o Teorema de Taylor, que ‘e“‘ — (1 — T+ %)‘ < % , Ve € [0,1].

sen(z) — <a: — ’%:)

2

8) Prove, usando o Teorema de Taylor, que )COS(CL‘) - (1 -5+ g—i)‘ < 0.1,Vx € [0,2].

7) Prove, usando o Teorema de Taylor, que <0.01, Vz €[0,1].
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9) Prove, usando o Teorema de Taylor, que se f : R — R é (n + 1)-vezes diferencidvel
e

fr () =0, Vr e R,

entao f é um polinémio de grau menor ou igual a n.

V. Primitivas Imediatas.

As férmulas para as derivadas de algumas funcoes bem nossas conhecidas, conduzem a
seguinte tabela de primitivas imediatas:

dx
d
%(log|x|):—:>/;dx:log|x|, Va £ 0

x

d

%(e’”) ="' = /emdq; =e"
d x

%(ax) = (loga)a® = /az dr = loa .

i(xa = ar®” :/m d:p— , Voo # —
1

Va € R\ {1}

—(senzx) = cosz = /cosxdx = senx

dz
%(cosx) = —senzr = /sena:dx = —coszT
d 1 1
—(t = = dr =t
dx( an) cos?(x) / cos?(x) v

d(cot) ! :>/ ! dx = —cot
dx v sen?(x) sen?(x) e v

d
d—(senh x) = coshz = /cosh:cdx = senhz
x

d
d—(cosh x) = senhzx = /senh$ dx = coshx

x
1 1
— (arcsenz) = = / dx = arcsenx
dx V1—a22 V122
d 1 1
— (arctan x) = = dr = arctan x
dx 1+ 22 14 22
1 1
%(argsenh T) = Vi = / NiE dx = argsenh x

(argcosh x)

1 1
_ — =
dz vz —1 /\/xz—l

dx = argcosh x
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Temos também que

d d d
%(JH_Q):£+£¢/(f+g)dm:/fdx+/gdx

d d
d—(cf) = cd—f = /cf dr = c/ f dx, para qualquer constante ¢ € R.
x x

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

; 3 e 1,1y
1) 2z 2) Tz + = 3) <a72 + l"ﬁ)
> 4 1
4 cos?(x) 5) 1+ 22 6 - x?2—1
7) 3¢" + \x 8) 3% 9) 2cos(x)

VI. Primitivas Quase-Imediatas.

A férmula para a derivada da funcao composta

(F(u(2)) = F'(u(x)) - (x)

diz-nos que

Fz) = / f(2) dr = F(u(x)) = / F(ula)) o (z) d.
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Esta formula, combinada com a tabela anterior de primitivas imediatas, conduz a seguinte
tabela de primitivas quase-imediatas.
u(x)o

/u(:c)o‘u’(:c) dr = )
/ ) gy g Ju(x)
/e“(“)u’(a:) dr = @

e
/a“(m)u’(:c) dr = o’ Va € RT\ {1}
a

, Vao # —1

/
/cosh(u(x))u’(x) dx = senh(u(z))
/senh(u(:c))u’(:c) dx = cosh(u(x))

/ \/% dz = arcsen(u(x))
/ % dz = arctan(u(z))
/ \/% dz — argsenh(u(z))
[ Fw=

Temos assim por exemplo que

/
/tan:cdx:/senxdx:—/@osa:) = —log | cos x|
cos cos T

cos senz)’
/cotxdx:/ xdx:/( n) = log | sen z|
sen x sen

x = argcosh(u(x))




1
V1 =2z

4) x sen(z?)

)
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Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

3) sen(2x)

6) 2% cos(x® — 1)

7) sen®(x) cos(z) 8) e 9) ze=**
. x e’
10) e®e” 11 12
) ee ) 14 22 ) 2+e
1
13) €” sen(e”) 14) cos(log ) 15) tan(2z)
x
1 1 3
16) ——— 17 18
) sen?(3x) ) a? — 2 ) x84+ 1
19) < 20) c 21) senh(2z + 1) cosh(2z + 1)

V1 — e

V14 e

VII. Primitivacao por Partes.
A férmula para a derivada do produto de duas fungoes u e v,
(w-v) =v - -v+u-v Su-v=wv)—u- v,

da origem a féormula de primitivagao por partes:

/ w(@) o (2) dz = u(x) - v(z) — / o (2) - v(z) da

Esta formula é particularmente util quando a funcao que queremos primitivar pode ser
expressa como o produto de uma funcao u, cuja derivada é mais simples do que u, com
uma funcao v’ com primitiva imediata ou quase-imediata v.

H& dois truques que sao usados de forma frequente na primitivacao por partes. O
primeiro é escrever [ f(z)dx = [1- f(x)dx e considerar u = f e v' = 1. Obtem-se entdo
que

/f(r)dxzx-f(a:)—/x~f'(:c)dx.

Por exemplo,

1
/logxdm:/l-log:pdx:x-logx—/x-—dx:a:-loga:—/ldx:xlogx—x.
x

O segundo truque € usar primitivacao por partes para encontrar f f em termos da proépria
[ f e depois resolver em ordem & [ f. Por exemplo,

1 1 ] |
/ ngdx:/—‘logwdfczlogﬂf‘logfc—/logm—da:z(loga:)Q—/ B 1y
xr T T

i
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pelo que

1 1 1 2
2/ ngdx:(logx)2:>/ L (log ) :
T T 2

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

1) zsenx 2) xlogx 3) % cosx
4) sen®(z) 5) cos®(x)sen?(x) 6) cos(logx)
x3 log(log x)
7) x arctanx 8) —— 9) ————=
) ) V1+a? )T
log x 2
10) —= 11) sen(z)log(1l + sen x) 12) xz* coshx

VT

VIII. Primitivas de Funcoes Racionais.

Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcgoes.

xt x

1
1 2 3) ——
>x2—1 )1—3: )mQ—l—x—l—l
x+4 6+ 3r +1
—_ 5 6
>x2+1 )(4—:1:2)(517—1—2) )333—35
dr—1 1 2 3z2 43 2
7) x S)L 9) xr®+or +
(2 —=1)(z+1) 3 =222 +x (x—1)(22+22+1)
1+ T —2 ?+a—1
10 11 12
) 1—at ) (14 22)(x + 3) ) (I1+22)(x+3)
2 212 -1 2 1
13) - 14) r°+Tx 15) 3r° + 3x +
(x —2)(2? — 2+ 2) B+ar?-—zr—1 3+ 202+ 20+ 1

IX. Primitivacao por Substituigao.
Usando a substituicao indicada, determine uma primitiva de cada uma das seguintes

funcoes.
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) 2
2w+ var2) "
1
o1+ 2z

1)

1420 =+

3)

sen(2x)

9)

(1 — senx) cos?(x)

2) L r+3=1t
2+ 2)Vr+3
4 i T P x
22\ x4+ 2 T+ 2
1
6) ——————, t=logx
ey T
sen x
8) ————, t =coszx
1 + cos?(x)
1
10 t=
)senx’ cos(x)
1—tanx
) ———, t=tanx
1+ tanx
1
14) ————, r =sent
)x\/l—xz
1 1
16) , T =
Va2 —1 cost



